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CONDITIONS DE LA SOUSCRIPTION. 

Depuis le mois de juillet 1810, ce recueil paraît le premier de 
chaque mois , par livraison de 32 pages. La couverture de chaque 
livraison contient l'annonce des ouvrages nouveaux et des concours 
acadiimiques. 

Les articles à insërer , les demandes d'abonnement , ainsi que le 
montant des souscriptions peuvent être indifTtireniment adressés , franc 
âeport, ou auburcaudcs Annales , rue d'Avignon, 11.° i3o, à Nismes, 
( Gard ) j ou à la dame f)eui>e CoUrciet , imprimeur- libraire , quai 
des Auguslins , n.' 67 , à Paris. 

Le prix de la souscription annuelle est 21 francs pour la France 
et e4 francs pour l'Ëtranjer, 11 en coûte itioitié pour six mois) et 
le ^rix de chacun des trois premiers volumes est inférieur de 3 francs 
à celui de la souscription annuelle. Le tout franc de port. 
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RECUEIL PÉRIODIQUE , 

HÉDIGÉ 

Par J. D. GERGONNE, ancien officier an 4."" régiment 
d'artillerie à pied , professeur de mathématiques tracs- 
cendantes au lycée de Nismes , secrétaire et professeur- 
suppléant de philosopHe à la faculté des lettres , membre 
de l'académie du Gard et associé de celle de Kancy. 



TOME TROISIEME. 



A NISMES, 

DE l'imprimerie DE P. BLACHIER - BELLE. 
Et se trouTC i PARIS , chez la dame VeuTe Coubcieh , Imprimeur- 
Libraire pour les Mathématiques , quai des Au^tins , n," 5;, 

1812 ET l8l3. 
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ANNALES 

DE MATHEMATIQUES 

PURES ET APPLIQUÉES. 

, r 

ANALISE XRANSCF.NDAJVTE. 

Mémoire sur les JacuUés numériques ; 

Par M. Kkuif , professeur , doyen de la faculté des sciences 

de l'académie de Strasbourg. 



i. JJans mon Anàlise des réfractions astronomiques i^ chap. III, 
n.*** 142 et 2o3 ) i'ai enseigna à trouver la valeur numérique de 
toute faculté quelconque , par des séries convergentes à volonté ; 
mais les méthodes que j'ai indiquées ^ pour parvenir à ce but , peu- 
vent être considérablement simplifiées. Je donne le nom de Facultés 
aux produits dontles facteurs constituent une progression anlhmétique» 
tels que 

fl(a-+-r)Cfl+2r) [a-Km — i)r] ; 

et f pour Jdaïgiici- «»" ^n.«-il |»-t>Juit (-J^rf -piu^ruoe la nntatljtn 

Les facultés forment une classe de fonctions très-élémentaires, tant 
que leur exposant est un nombre entier , soit positif s»it négatif ; 
mais , dans tous les autres cas > ces mêmes fonctions deviennent 
absolument transcendantes. (*) 

(*) La th^rie des Facultés numiriquts , que M. Kramp désigne aussi sous la 
âjnominaiion de Tactcrielles , et qui reviennent encore à ce que Vandenponde 
B appelé Puissances da second ordre , n'ayant encore i\i dëreloppëe jusqu'ici 
qoe dans un très-petit nombre d'ouvrages > nous croyons convenable de donnée 

Tom. W. 1, 
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ï FACULTÉS 

2. J'observe que toute faculté numërîque quelconque ett constam* 
ment réductible à la forme très-simple 

ici une idée succincte de ces sorte* de fonctiDOS , et des noialions par lesqueUei 
on les dvsl^e* 
Dam l'eigrcssion 

a™f=a(j-(.r)(fl+2r) [tf+(m— i)r] , 

O est ce qu'on appelle la base de la faculté, r en est ta différence, et m en est 
ïexposant ; il est clair qu'on a, en renversant l'ordre des facteurs , 
^'■~ [*-(-<*. i)/-}-'!-''. 
Dans le cas oà n^D , U faculté se réduit évidemment i une simple puïnance ; 
ainsi on a 

Au moyen d'un routiiplicaleur choisi d'une manière convenaLle , on peut cliaq* 
ger , A volonté , soit la base soit la dilTérence d'une faculté. Le principe de cetto 
transformation réside dans les dqualions suivantes , qui se vénfient d'elles-mèm» 
par le simple développement , ' ^ 

Si l'on écrit l'équation identique 

aXa'+r) .... [a'+(»,-l >] la'-hmr^ .... [«'+(»>+).— l)r] 
={»'(o+r).. .. [«'+(m-.)r] jX{(o'+mr)....[o'+mr-K»-i)r] j ; 

suivant lo notation des facultés , il viendra 

oïl en posant m-{-n^t , d'oi*! n=p-^m , et a'-{-mr^M , d'oi a'=6ff— mr » et 
renversant, celte équation deviendra 

faisant alors p=m, et r^uisant , il viendra 

û"'=i ; 

ainsi touU /acuité dont texposant est zéro vaut Vanïti, 

Si , dans la mfme équation , on fait p^m , en obseirant que , d'après ce qui 
précède , (a-*«ir)°"'^i , il viendra 



ce quifournit l'intcrpréuilon des facidlés dont l'exposant est négatif. On trouvera aussi qi» 



Co+mr)"!-^ (*-+r)'"l'- 
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NUMÉRIQUES. 3 

imli — 1,3 _3 n, 

OU & cette autre forme plus âioiple 
mt , 
SI l'on veut adopter la notation dont j'ai fait tisage dans mes 
ÈUmens d^ arithmétique universelle , n." 36g. 
On a, en eiTct 

<j«"'=«(û+r)Cû+2r) [tf+(m-i)r] 

^ (f-)f--[7^"- )] 



1.2.3. 

'-^ (:— ) 



(f-) 

et 

a"l-'=o{a— r){<j— ir)(ii— 3r) . . . .. [a— (m— i)r] 

-'-•f(f-)(T-')--[7-C— )] 

Mous termineroi» par un rapprochement entre lea noutions de Vandemoado 
et celle de M. Krunp. Vandermonde fait 

a.(a— iXa— 3) C— 'n+i)=M » 

d'oïl il «uil ^u' cn mf i f luul iii ■> i^ -J. — -j ■ ! i > , .. . 

S , aprii avoir changé a en a' , on pose a'«-m^i^ , d'où fl'=â-)-m— i > oa 
obtiendra cM autre rapprochement 

[fl4-m— I ] =a"" ' = (a+m— i )"""- ' , 

Tontes les faculté pouvant être exprimées en fonction d'autres facultés dan* 

lesquelles U base et la dîffërence sont ëgalement l'unité, et ces dernières devant, 

en coiuëijaence , se représenter fréquemment dans les calculs ; M. Kranp , dans son 

Arithiaiti^ut uaivtrtelle 1 a proposé de les écrire simplement comme U suit : 

1,2.3.4 771=1""^ =m!. 

J. D. G. 
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4 FACULTÉS 

1.2.3 r — — m \ 



(t-)^ 



«B cjui donne les denx expressions lllUraUs qnl sulvcnl 

lesquelles ont lieu quels que soient û et r. (*) 

3. Les facultés numériques étant ainsi réduites , dans tous les 
cas , à la forme bien plus simple yl , qui n'est fonction que d'une 
seule variable ; il suffira de connaître les valeurs numériques de ces 
derniers produits , pour les y compris entre les simples limites 
zéro et plus un, pour pouvoiren déduire immédiatement touteslesautres. 
En effet , désignant par m une fraction comprise entre o et+i , 
€t par n un nombre entier quelconque , on voit que tous les nombres 
possibles , positifs ou négatifs , rentrent dans la forme m+n. Or , 



nous avons 



(/n4-n)!-i«+'')'=i'"Jt4m-^i)''i'=7»!-6n-J-.)''i' 



(•) Ce» deux formuiei, qui. reviennent enri^rement au même , dant le cas d'un 
expount entier, doivent être sbigncutemenf disiingu^ei, dansie fcas d'un exposaid 
non entier. Si l'on imagine une courbe ajanl r pour abscisse et les facultés o'"!'" pour 
ordonnées , celte courbe cessera d'Être conlinue à r^=o ; et celle qui aurait pour ordon- 
nées les facultés a"!-'" ne sera pas la continuation de la première : bien qu'en cet 
endroit elles aient une tangente commime , et le même ra^on osculaieur. Le» absurdités 
apparentes auxquelles j'ai été conduit , dans mon Analist des rifrattionSf viennent' 
de ce que , par un eKcè* de confiance danj la loi de continuité , j'ai passé trop 
légirement de r posiii/ k r négatif, m. «Ileiidaul à ctlui-ci ce qui n'avait tl« 
di^monué que pour l'aulre. 
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NUMERIQDES. 5 

(m_„)!=,»-'l-=I^ = -^i (*)' 

i'oi l'on voit que la détermination des facultés (m-^n)\ ne dépend 
que de celle de m! et des facultés (m+i)"" et m"'"' , à cxposans 
entiers. L'application aux cas particuliers donne, en supposant tou- 
jours m moindre que l'unité , 
;(i4-/n)!=(i+Jn)m! , ^_i+p,)!=+^, 

;(2+m)!r^(i-(-,™X:i+m)m! , (—2+7»)!= ^ , 

(3+m)!=(i+mX2+'n)(3+m)m!, (— 3+nï)!==H "Hl , 



4- Frappé de ces idées , M. Bessel , professeur d'astronomie à 
Kônigsberg , a construit une table des logarithmes briggiens des fractions^ 

i/^ » : 

depuis j:=i jusqu'à x—2 , \ dix décimales i avec leurs premières/ 
deuxièmes et troisièmes différences , qu'il a- bien Touhi me 
communiquer, par une lettre du 7 mars de la présente année lôi^. 
Ajoutant aux logarithmes de la table de M. Bessel celui de V^s», qui est 

0,39908 99343- , ■ 
on aura les logarithmes des produits y\ , entre _y=:"o etr=i. Ces 
produits som^ég^^-^ t'«*W,-p™^;r.^«-« .^_,. lia parviennent 
il leur minimum Yers7=o,46;on a alors à peu près /t = o,8856o4. Pour 
calculer ces logarithmes, l'auteur a employé une méthode particu- 
lière , différente de la mienne , sur laquelle nous reviendrons plus loin. 
Il est presque superHu d'avertir que tous les logarithmes de 1» 
table ont une dixainc de trop à leur caractéristique. (*) 



(•) Vojea la pcécëdenle note. 

<••) Il parait, par la marche dei quatrième» *£KrencM , qu'on ne peut guire ' 
compter vu le le." chiflre décimal des logarithmes de cette table. 
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FACULTÉS 
TABLE des Logarithmes des ^alears que prend la faci 



3- 


Valeurs de Log.j' ! 


Dlffr^ciuo I. 


IHErence. 11. 


Tsmt. m. 




0,00 


0,00000 00000 


- a47 13693 


+ 7 04106 


— ioo3o 




0,01 


9,997« «7^7 


— 340 08587 


+ 6 94076 






0,0a 


9,995ï3 787^0 


— a33 i45ii 


+ 6 843o6 


- 9S17 




o,o3 


9.99279 G4ao9 


— 336 3oao5 


+ 6 74789 


- 9375 




o,o4 


9,99u;'w( .S4ooi 


— 319 55416 


+ 6 655i4 


- 904» 




o.oS 


aiatHia 7Batttt 




+ e 50473 


— 88.3 




0,06 


9,98Cao 8HG,S6 




+ 6 476*9 






0,07 


9.9«4i4 55^56 


- '99 «5771 

- 193 46709 


+ 6 39063 


- SS 




0,08 


9,98314 69485 


+ 6 30673 




0,09 


9,98021 3^776 


— 187 160.36 


+ 6 33490 


— 7987 




0,10 


9.97tW4 06740 


— 180 93546 


+ 6 ,45o3 


= ???? 




0,11 


9,97653 i3iq4 


— 174 79043 


+ 6 06704 




0,1a 


9,97478 34ibi 




+ 599088 


- 7438 




o,.3 


9,97309 6181» 


— 163 73351 


+ 5 9.650 
+ 5 84383 


— 7367 




0,14 


9,97146 88561 


— 1S6 8.601 


— 710a 




o,l5 




— iSo 97318 


+ 5 7738, 


— 6940 




o,,6 


— i45 19987 


+ 5 7034. 


- 6Ç3I 




»."7 


9,96693 89805 
3,96420 54165 


— 139 49596 


+ 5 63553 




0,18 


— i33 86044 


+ 5 569.7 


- 6489 




0.19 


*- 138 39137 


+ 5 50438 






o,ao 


9,96393 35o38 
9,96169 4633û 
o,oOnr.* 11716 

^95^33 4998^ 


— taa 78699 


xnt, 


— 63.3 










o.aa 
o,a3 


- !^ ?497? ■ 


+ 5 3.784 

+ 5 a583o 


- si^s 




o,a4 


- .01 39,45 


+ 5 300O5 


— 5709 




i.,a5 




— 96 19140 


+ 514396 


- 547I 




...aS 


9,95635 91697 


— 6* 30*37 


+ 5 08707 






9,955+4 ô<h,»- 
3,35456 9071b 


4- s a3a»i 

+ 4 97868 


— 5360 




0,39 


9.95377 97810 


_ 75 95o38 


+ 4 93608 






o,3o 




71 03430 

— 66 14975 


+ 4 «7455 


— 5o53 




o,3l 


9195331 00342 


+ 4 6a4o3 


- 4953 

- 4859 




0,3a 


9.95164 85367 
9,95io3 53793 




+ 4 77450 




0,33 


— 56 55133 


+ 4 73591 


- 4764 




0,14 


9,95o46 97673 




+ 4 67837 


— 4674 




0,35 


9i94995 i5i42 


— 47 '47o4 


+ 4 63153 


- 4587 




«36 


5,94|48 00438 




+ 4 58566 


- 4499 




0,37 
0,38 


9,94905 48887 


r i5§gJI 


+ 4 54067 . 
+ 4 49648 


-^ 




0,39 


9,94834 .6584 


— 38 89370 


+ 4 453i4 






0,40 


M4780 8â758 


- M 43956 


+ 4 41056 


— 4.79 




0,41 


— ao 03900 


+ 4 36877 
+ 4 3377S 


- 4.04 






9,94760 8o858 








«,43 


9.94745 14835 


— 11 33350 


+ 4 38740 


— 3961 




0:44 


9,94733 8i588 


— 7 o45io 


+ 4 34779 






0,45 


9,947a6 77075 


— a 79781 


+ 4 30890 
+ 4 .7066 


- 3834 




0,4s 


9.947a3 97344 
9,947a5 385o3 


+ 1 4ii59 


- 3759 




1% 


■+ 5 58335 


+ 4 .3307 


- 36§Ô 




9,94730 96738 
9,94740 68360 


+ 9 7.53a 


+ 4°l)85 




0,49 


4. i3 81147 






o,5o 


9.94754 494«7 


+ 17 87183 


+ 4 034,5 


_ 35o9 










li^ 1 







NUMÉRIQUES. 

potïT toutes 1m valeuM de / , depuis y=o jusqu'à y=i. 





y- 


Valeurade Log.^ ! 


mSérencea I. 


Différences 11. 


Dlïér. llljj 




o,5o 
o,5, 
o,52 
0,53 

0,54 


9)94754 49407 
9,94772 38535 
9,94794 2608b 
9,94820 14539 
9,94849 98447 


+ 17 87132 

t ^^ 
+ 29 83908 
+ 33 75967 


+ 4 oi4i5 
+ 398906 
+ 3 95455 


— 3336 

— 32S6 




„,S5 
o,56 

ta 
«,59 


9,94883 ,«.+ 

9'940" g'S* 
9,94962 89231 
thif 2.563 
9,9So57 32921 


+ ,1, 04090 
+ 41 50127 
+ 45 32332 
+ 49 ,1358 
+ 6287254 


+ 3 80437 

4- i 62205 

+ 3 79026 
+ 3 75896 
+ 3 72816 


— 3o8o 
-3o3i 




0,61 
0,6a 

o,63 
0,64 


9,95110 20175 
9,95l6G 80245 
9,95227 lOIOO 

*»«?; f '** 

9,95358 67270 


+ 56 60070 
+ 6029855 
+ 63 96654 
+ 67 6o5i6 
+ 7' 21484 


+ 3 65785 

+ 360968 
+ 3 58119 


— 2986 




o,65 
0,66 
0,67 
0,68 
0.69 


9,95429 88704 
1,95504 68357 
9,95583 03273 
9,95664 90736 
9/j575o 28025 


+ 74 79603 
+ 78 34916 
+ é. 87463 
+ 8537289 
+ 88 84432 


+ 3 553i3 


-.766 

— 2643 

- 2605 




0,70 
0,71 

0,7a 
0,73 

0,74 


9,95839 12407 
9,95931 41389 

9,96027 12216 

9,96126 22372 
9,96228 69328 


+ 92 28932 
+ 9570827 
+ 99 10156 
+ .02 46956 
-f io5 81261 


+ 3 41895 

+ 3 343o5 
+ 3 3.848 


— 2566 




o,,b 
0,76 

0,79 


9,96334 5o589 
9,9tj443 63698 
9,9GS5e o6:l34 
9,96671 7S804 
9.96790 70054 ■ 


+ 118 94250 

+ 132 16609 


+ 3 29427 

i 3 îlm, 
+ 3 22359 

+ 3 20065 


— 33ai 

-2394 

-3357 




0,80 
0,81 
0,82 

o,83 
o,84 


9,96912 86663 
9,97o36 23337 
9,97166 77819 
9,97298 47878 
9,97433 3i3i7 


4. 125 36674 

+ 128 S4482 

+ i3i 7oo5g 
+ i34 63439 
+ '37 94649 


+ 3 17808 

+ 3 11210 
+ 3 09070 


— 3a3i 

— 3197 

— 3170 

— ai4o 

— 3iia 




o,85 
0,86 

0,87 

0,88 
0.89 


9,97571 25966 
9,97712 29685 
9,97856 4o362 
9.98003 55ql4 
9,58.53 74i83 


+ "4i 03719 
+ .44 10677 
+ 147 15652 


+ 306968 
+ 3 04676 
+ 3 02817 
+ 3 00789 
+ 2 98784 


— 3o83 

— 3o58 

— 3038 

— 3oo5 

— 1977 




0.90 
0,9> 
0,92 
0,93 
0,94 


9,98306 93441 

9198622*26132 
9,98784 35736 
9,98949 38267 


+ i56 17942 

+ 162 09604 
+ i65 o;53i 
+ 167 93555 


+ 2 96807 
+ 2 94855 
+ 2 92927 
+ 2 91034 
+ 2 89145 


_ ,953 

— 1938 

— 1903 




0,95 
0,96 
0,97 
0,98 
^ 0,99 


9,99.17 3i8.2 
9,99388 14522 
9,99461 84511 
9,99638 39967 
9,99817 79049 


+ 170 83700 

+ 179 39092 
+ 182 20951 


+ 2 87389 
+ 2 85457 
+ 2 83646 

+ Î8io^ 


— ,832 

— ,8,1 

— '7?7 

— 17G5 
-,,46 




1,00 1 0,00000 00000 


+ i85 01045 + 2 78348 


— 1733 
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8 FACULTÉS 

5. Dans l'ouvrage déjà cité ( chapitre 111 , Sg j jVi prouva que, 
h étant une fraction positive plus petite que ; , on a 

T \ '+"■''• 
Tang.flw= — ; 

(-*)■! " 

maïs , suivant les réductions enseignées ci-dessus , on a 

rt— !)! _ iJ (V-H)'. 



C+A)-|- = 



■2A (I— fi)! 



^ ^^' ^(— 4— i)! a— i*'(i— 4)'. ' 

d'où résulte 

J(i— J) (l-)J)!(i_J)î 
Tang.A»=— ■ 



Cr-t-»)(7-» »!(■-*)! 
Ainsi, si l'on demandait la tangente de SG'.SG' , on aurait ^=0,37 , 
'i— A=o,63 , 7+^=0,87 » f — A=o,i3 ; d'oà 

Tang.66-.36'=î^.2|i^ . 
ty)7X<'»iJ o,i7!o,fa3l 

Yoiçi le calcul ; 

Log. 37 =:i,5682o 17241 , 

Log. 63 =1,7993^ 05495 , 

Comp. arith. Log. 87 =8,06048 07474 , 

.Comp. arith. Log. i3 =8,886o5 66477 » 

Log. 0,87! ==9,97856 4o362 ,' 

Log. o,i3! =9,97309 61813 , 

Comp. aritli. Log. 0,37! =o,o5o94 5iii3 , 

Comp* arith. Log. o,6aJ =10,04708 98246-, 



Ix>g. tang. 66°.36' =o,36377 48220 ; 
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NUMÉRIQUES. .9 

6. n a été prouva , dans le même ouvrage que 
Stn.mw_ (+m)"-'»l+' _ (— «J»-"!— ■ 

faisant n— ;, et faisant ensuite successivement m=Â et ni = ^ — >$, 
ïl viendra 



et f comme il est prouve quç 

(;)!=(o,5)! = lv^, 
ces formules pourront être écrites comme il suit: . , 

Sm.Aw^ -— «■ Cos^*r=r r, 

A!(i-A)l • (f-A)!(HJ)I 

Ainsi , moyennant la table que nous venons de donner , on trou- 
Tera facilement, et jusqu'à dix décimées , le sinus, le cosinus et 
la tangente de tout angle proposé. 

7- L'intégrale 

/ï«-'fi-»*d/ ; 

prise depuis /r=o jusqu'à /=oo étant égale i 

m m * 

le logaritbme de celte intégrale , pour tomes les Talenrs de m et 
de n , se trouTera facUement par le moyea de la uble. 
8. L'intégrale 

prise depuis ]r=o jusqu'à ^=r, étant égale l 
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,0 FACULTES 

'""" _ "' ^ 

«n employant les r^actioQs qui ont été enseignées , on trourera pour 
l'expression de cette intégrale 

formule facile à calculer au moyen de notre table. 

a. Venons présentement au calcul de cette table ; «oient S, t B^ , 
Bi , 5g ,. ... les nombres de BernouIU , à partir du second , en sorte 

qu'on ait 5.=+r: « ^»~~-^.> O" *^»» l'ou^^^ge à\é , 

j'ai employé la notation F/i pour, désigner la série 

(*) On Mit que cet notnbrM se d^âuiaent le* wu de« ■ lutrat «u mojran d* 
U ionnule _ 

-l-_+(-.)"5.,. =£.--!>.+-. — 5.--—. -^B. 

R n-^i n — a n — 3 

•n 3 raUant •ucceMÏvemenl n ëgal il, a , 3 , 4 î "»« 1m dix T" suÎTenl 

le premier , avec leur» valeur» approchées , en décimales 

B. =:H- :t =+ «,08333 33333 33 , 
B^ =— -^ =— o,<.o833 33333 33 , 
B. =+ îTT =+ 0.00396 8=539 68 ," 
B^ sa— ji; =»— D.04666 66666 67 , 
B,.=+ Tî? =+ 0.00757 57575 76 » 
B,,=— -Siij = — 0,03109 27960 93 , 
fl.,==+ -h =+ o,o8333 33333 33 , 
B,,=— Hï; ==— o,443a5 98039 aa » , 
■B.i=^+ tHîï ===+■ V'iSgS 433oa 70 , 
B.,=—-îiïf7i=— 2645621 aiaia la . 

J. O. G. 
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NUMÉRIQUES. ii 

B,r+-,B,r'+iB,r'+iB,f+ 

Cette Une , lorsque y est une petite fraction , est tellement conver- 
eenle^'oue les trois et même les deux premiers termes suffisent pour 
en trouver la taleur- numérique jusqu'à neuf décimales. Souvent 
même on pourra faire simplement Ty=Biy^=r:y. On trouve le F 
d'un nombre quelconque r par la formule qui suit: 

Tr^T —^ m— Log.i'"""+(7n— -H-— )Log.(iH-TOr) , 

i+inr \ * "" / 

.dans laquelle m aligne un nombre quelconque , pris 4 volonté ; on 

peut le prendre égal k 4 1 ^ ou 6 , tout au plus. J'aï prouvé de 

jrfus que- - - 

ri = i — îLog-a» , ■ r3= :(i— Log.2) ; 

et qu'on a ensuite 

r^ =ri-Hn+Lo6a'-"— Cnï+0Lo6-('"+') » 
r — — -=ra-l-m+Log.i*" — OTLog.(am+0 • 
Âmsi les .r de toutes: les fractions âe l'une ou de l'autre des deux 
formes, générales , , m désignant im nombre entier "quel- 

ciMique , se réduisent , dans tous les cas , à une simple addition de 
logarithmes hyperboliques, 

lo. Si l'on applique au cas d» e^=ii , r^i y les formules de 
l'ouvrage cité, on aura 

Log. Ml. (-b') ! =_y-Kr+T)Loê(i+r)-ri+r.-^ • 

Log. nal. (_j.)!=4-y_(y_i)Log.(i_jr)-ri+r.-£- ; 

( Refr.ast. cbap. III, i8i ). I^a variable y sera, dans tous le« 
cas , une fraction moindre que l'unité. Si toutefois la série qui donne 
r — - et r ne parait pas converger assez tôt , on prendra , i 
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,2 FACULTÉS NUMÉRIQUES. 

volonté , tin nombre, entier ^, de 4 ^ 6 , ce qui suffira pour trouver 
jusqu'à 8 décimales le logarithme qu'on demande. On aura alors , 
moyennant les formules des n."' igS et 204 de l'ourrage cité : 

Log. Mt. (+r)!=-«-y-Lo8-('+r)»"+(*+;-b')i^6-('+*+y)-ri+r;:j^, 
Log. Ml. (-j)!=-M-r-Lo6C-:r)"'+('5+;-r)W-C'+*-:>-)-r>+r— J— . 

Moyennant ces dernières formules, le calcul des produits (+;^)U ^^ 
par conséquent aussi celui de toutes les facultés numériques à ex- 
posant fractionnaires , ainsi que celui des autres fonctions qui pourront 
y être ramenées , me parait réduit à sa plus grande simplicité. (*) 

(.*} On peut encore parvenir au but par la méthode auirante. On sait que , x 
étant un nombre quelconque > on a 

Lo6.(«!)=îLog.a«+»LoS-*+fLoS*— J'ïj*— -'— 3^— g;^— -|; 

Jlf étant U module. ( Voyez Lachoix, IVaité Himtntaire dt calcul différentiel t 
etc., 3.* édit., pag. 5g5 ; ou Troiti des digèrtnces et des sirits, pag. 14a ). 

Soil fait , dasi celte formule , x=S-^ , N étant un nombre entier arbitraire , 
mais qu'il conviendra de prendre au moins égal A 10 , tXy étant la fracljon comprise 
entre o et i pour laquelle on cherche la valeur de Log^!. En substituant dan* 
la formule ci-dessus , on obtiendra la valeur de Log.(N-f^)l. Mua par le* fonnulea 
Aa M. Kramp , on a 

ffoii • 



r! = : 



et } en passant aux logarithme* , 

Log.j'!=Log.(IV-hr)I— LoeçH-O"" i 
Log^ ! =k Log.a«+tN-bH-T)Lo6-CÏV4:r)— Log 0^-»)'•" 

Au turplut , la méthode de M. Kramp parait beaucoup plus expéditive ; et noua 
n'indiquons celle-ci que pour ceux de nos lecteurs & qui le* principes sur lesqoris 
repose la première ne seraient point familiers. 

J. D. G, 
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THÉOniE DE L'ELIMINATION. 



ANALTSE. 

Théorie de Télîmmatlon , entre deux équations de degrés 
quelconques , fondée sur la méthode du plus grand 
commun diviseur ; 

^T_M. Bret , professeur à la faculté des sciences de 
l'académie de Grenoble. 



J 'ai donne , dans le XV/ cahier du Journal de Tècoîe impériale 
polytechnique , une théorie de l'élimiDalion , par le plus grand commua 
diviseur , que j'applique à la rësolutïon de m équations algébriques, 
de degrés quelconques , entre m ioconnues. Cette théorie , pour deux 
équations seulement , était déjà connue , et même répandue dans 
la plupart àe& élémens d'algèhre } mais personne , que je sache, 
n'avait encore fait connaître le moyen de dégager l'équation finale 
des racines étrangères qui s'y îutroduiseot nécessairement , par la 
nature des opérations , et , par suite d'estimer le degré de cette 
équation , lédutte aux seules racines qu'elle doit contenir. J'ai fait 
réSexion depuis que ce point d'analise pouvait être présenté sous un 
point de vue heaucoup plus' simple, et qui permet d'abréger con- 
sidérablement les calculs. C'est là ce qui va faire le sujet de ce 
mémoire. 

Soient X^=o , X'=Q deux équations complettes en :r et ^, ordon- 
nées par rapport à x , la première du degré m et la seconde du 
degré n. Supposons in>n — i ; en cherchant le plus grand commua 
diviseur des premiers membres de ces équations, avec les attention* 
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prescrites dans le mémoire ciië (*)> on prodolra une suite d'^qua» 

tioQS doai- les trois premières seront 

X =X' q -\-X^' , 
Y"^X'=X" q'-\-X"' , 

^ , Y"''X"=X"'q"-^X"" . 

Dans ces équations, y, f', y'' sont des quotlens fonctions entières 
en jT et j; F"' et 1''''*. sont respectivement les quarrés des coefRciens 
en y des premiers termes des polymumes X" et X'". 

Eti vertu de la première équation , toutes les solutions ou couples 
de valeurs données par les équations ^=o , X'^o, sont aussi données 
par les équations plus simples X'=o , X"=~o, 

La seconde prouve que les solutions de A'=o etX''=o se composent 
des solutions de A"=o et X'"=o , moins les solutions do Y"*=^o 
et X'f=o. 

£n6n on voit, par la troisième , que pareillement les solutions de 
X"^o et ^''''= o se composent des solutions de ^^"''=0 et A^^^^o, 
moins celles de r"/*^Q et X'"=o. 

Dénotant donc en général par le symbole [P , Ç] la touHté des 
K>lutioas que fourniraient les équations P=o et Q^o, nous aurons 
iX ,A']==[X' ,A"] , 
[X' , X'' ] = [X» , X'" ]— [r' * , -X"" ] , 
{X", X"f\ ^\X"' , X'"^—\Y'"^ , X'"1 , 
d'où nous conclurons 

[X , X^=lX" . X'f'^—lY'f* , X'q—\r"^ , X"^, 
Avant de considérer un plus grand nombre d'équations , j'observe 

(*) Ces attentiona con»it«ni principalement a multiplier tout le dividende « chaque 
fois qu'on change de diviseur, et avant d'exécuter la division, par le guarré du 
coefficient du premier terme du diviseur. Far ce procédé , les deux termes du 
quotient se déterminent de suite , sans aucune difficulté. A la vérité celte prépa- 
niion peut être superflue dans quelques cas particuliers ; mais , comme on a 
ensuite ^gard tus racines étrangères qu'elle introduit , elle est absolument sani 
snconTénieas. Jt D. G, 
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DE L'ÉLIMINATION. i5 

que ^"' doit renfermer Y"*- comme facteur. En effet, X" ^ X"\ 
X"" étant respectivement des polynômes en x des degrés n—\ , 

B — 3, n — 3, à chaque valeur ^=.8, ;8', iS", , tirée de l'équalion 

Y"*^Of il correspondra dans l'ëquation X"=o ^ dont le premier 
terme disparaîtra , n — i valeilk-s de x qui devront également satis- 
faire aux équations X!"=-o , X""=o ; donc X"'' , qui est un poly- 
nôme du degré n — 3 par rapport Ji jt , devra être nul de lui-même 
lorsqu'on y fefa y=i8 , ^' , fi" ,....; puisque , dans le cas contraire , 
une équation aurait plus de racines que d'unités dans son expo- 
sant (*). Le calcul prouve , en effet , que X"" est divisible par 
y//i ^**J, Quant à X"' , comme pour y=i8, ^' , ^"y...., il reste 

(*) Ceux qui ne >ont pas accoutumés à la marche de l'analÎM pourraient croira 
tjm ce raisonnement proore seulement que X"" est divisible par Y"; mais, bien 
que l'iquation Y"'=o ait ces racines égales deux à deux , ces racines ne l'en 
comportent pas moins comme autant de racines distinctes et inégale*. 

(**) Si , entre les équations 

r'»X'=a?y+x»' , Y"'»X"=X"'y"+X"" , 

on élimine A?", II viendra 

or , comme q"X'Y>'* est divîsiMe par Y"* , la question se troUTC réduite ï proiirct 
que Y"'"-J-9'^" est aussi divisiUe par ÏT"». 
Four y parvenir, soient posés 

JD=A':^ +B' *"''+C' *"-«+!)' jBB-i4^,... , 

X"=,rf"3e''-i4.B"«n-«+C"«''-i4.D"x'i-44- , 

X'X^A'I'X"- * 4.B"'«n- 1 4.C"'X''- 44.1>"'xn- J +..... , 

en. «orie qi^on ut 
il faudra prouver que 
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génëralement du degr^n — 2, il s'ensuit qu'^ chacane de ces valeurs 
de y , les équations X'=q el X"=^o font connaître les mêmes racines 
pour*, p'est-à-dire , qu'on a , suîrant notre notation ,[!'•'''*, X'''] 

Soit donc X""=.B""Y"^ , on aura 

[X"' , X"'q=[X'^', s"".Y"q=:^ix>ff , wq+iX'" , r'/»] , 

ou , par ce qui précède , 
puis donc on a 

[X, xq=[X''f , xf"q—iY"* , X'q~iY"'* , x^^q , 

on aura , en substituant , 

[X,x]=[X'",W"n~{Y'f'^,X'fq î' 

d'oii l'on Toît que la division de X"'' par Y"* a fait ^Tanouir le« 
solutions étrangères {^Yf'^tX'q qu'avait introduit la multiplication 
par Y"* ; la division du reste suivant par Y^*'* ferait de même 
évanouir les solutions étrangères [Y"" , X'^l que la multipilcation 
par ce mâme facteur a introduite ; et l'on voit qu'en général en 



aPM''x'+cM'K"+N'Jtf")«+(lV'W"+^"'M 
est divisible par A"*. 

Or , d'âpre* les relationi qui existent entre 70 , X" , X'" . y' . f " . «t T" 
doivent arint lieu indëpendimment de toute dëtentûnalion de », on trouve 
facilement 

M^A'A" , M"=A"A"' , 

ja'B"+li'Af=&A''* , M"m-^V"A"'^=B'A""^ , 

M'C"-^'S'Bf'-^'"=.C>A"^ , M'D"+N'C"+B''==D'A'** ; 
•! , apris avoir ^Umlné B"' entre ces équations , on en tire les valeurs de M', Tif, 
W , N* et A"" , comme d'auUnt d'inconnues , pour les substituer dans la fonction 
sci-desius, on se convaincra qu'elle devient» en effet, «près les réductions, ezac-. 
tement diviiible par A"^. 

J. D. G. 

ayant 
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ayant l'attention de diviser chaque reste , à mesure qu'on opi^re , 
par le quarré du coeiEcîent du premier terme de celui des restes 
précédens dont l'ordre numéral est moins élevé de deux unités ; 
outre que les calculs deviendront plus simples , l'éqbation finale en 
r se trouvera absolument délivrée de toute solution étrangère. 

Voyons présentement quel sera le degré de cette équation finale. 

Représentons simplement les deux équations proposées comme 
il suit : 

U"-»- î=o » !*"+ ]=o î 

et supposons qu'on opère exactement comme il vient d'être prescrit. 
Voici ie tableau des dividendes successifs égalés aux produits des 
diviseurs par les quotiens, augmentés des restes dans lesquels c^n a 
mis en évidence le £icteur i supprimer : 

{»"■ 4-. -M...} 

=H«"+- : -.}{»«-H H-{tr"-»+'+ — .]««-'-4^ .}, 

\^-H+t +„]»{«« +...,„ -....} 

=llj^i'"'^*H-...]x'-'+...]llyn«-n)+i^^,^^,J^^m-n+M +...]'{|;j'J<™-«+l)+...]«"-l-h-| , 

|j,îtB.-«+,)+...]^[y»(«-M-,)4^..]^.,^..J 

^^lyi<n-'•^^ii^.2x''^^^.\\fys(m■hn.,, 4.„.]a:+...J.^[j.i(ni-n-»-»i.|-„.]»f^4(M-«+4)+.„]a;«-4+...| , 
^4C"-»+4>+_.].î|;yi(iii-<H-i>+,.]x«-j4._.} 

' * • .,.....» 

On Toit parla que la- forme générale des restes successifs est 

[y*{m-n+*ï_|_^_^-[^-»_j___ . 

on en déduira la forme du dernier reste en remarquant que , ce dernter 
reste ne. devant plus renfermer x , la valeur de k qui lui est relative , 
doit être déterminée par la condition n— A=o d'où A=» et 
i(m — n-\-k)-=mn j l'équation finale en^, qui n'est autre chose quç 
ce dernier reste égal à zéro, doit donc £tre de la forme 

Tom. m 3 
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e'est-i-dire , que le plus haut degré auquel puisse s'élever Tèquation 
finale résultant de téliminùtion d'une inconnue , entre deux équa- 
tions qui en renferment deux , est le produit des nombres qui 
expriment les degrés respectifs de ces équations. (*) 

Si les équations ne £ont pas complètes ; si , par exemple , elles 
sent de la forme 

{[)^'+....]^'"+....}=o , ïrr"'+....]«M--..-î=o ; 
il faudra , atant d'exécuter la première division , multiplier le divi- 
dende par 

!>"'+.....]"-"+■ ! 

en opérant ensuite comme dans le premier cas , ce multiplicateur se 
trouvera facteur du second reste , et les restes successifs seront de 
la forme 

on aura donc pour le dernier reste , qui ne doit pas contenir x , 
n — A==o ou Assn ; d'où kmf-\-{n''^k)(m-^.n-\-k)T=smn-\^mn'-\-m'n 
= (m-f-m^(B+n') — m'n' ; l'équatioa finale sera donc de la forme 

^(m+m'K"+n'J-i"">'_|_,„. = ; 

et, puisque m-^-m' et n-\-n' sont les degrés respectifs des équations 
proposées, îl en faut conclure que le degré de l'équation finale sera 
-le produit des degrés des équa,tiops . proposées diminué du produit 
des degrés des coefficiensde leurs premiers termes. (**) 

(*) On peut voir , dans le mémoire cilé , comment l'aulear étend cette iWoria 
i un nombre quelconque d'^iaiions. 

(**) Quelque excusable que pourrait être- M. Bret de montrer de la prédilection 
pour de* méthode» qu'il a si heureusement perfcclionnéea ; il est loin mfanmoîna 
de se faire illusion sur leur inauflisance , cl il convient que l'éliminalion , de quelque 
manière d'ailleurs i^v'on j procède , est une opi^ration ji peu près itnpratlcable , 
dèi que Ici éqnationi sont nombreuses et élevées , Ji raison de la longueur «i d« 
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FORMULES TRIGONOMÉTRIQUES. 



TRIGONOMETRIE. 

Démonstration de quelques formules trîgonométriques 
nouvelles ou peu connues ; 

Par M. pu BovncuET , professeur de mathématiques spéciales 
au lycée impérial. 



doiT f^n) une fonction quelconque d'un nwnbre n ^ que nous sup- 
posons essentiellement entier et positif ; convenons , pour abréger , 
de dénoter simplement par P{9(g....h)] le produit de toutes 1«5 
Taleurs que reçoit la fonction f(/i) , lorsqu'on y mctsnccessÎTement pour 
n les nombres consécutifs de la suite naturelle;, 54-1,^+2,... ,A,- 
en sorte qu'on ait 

P{9(g...Jf)}=^9(g)Xf(g'hi)Xf(g+2)x....-Xf(h), 
Cette notation admise , le Théorème de Côte donne 

^4.^a^»m^»nicos.H-^-"'=pL-:t:2o^-Cos /^*^'^"'^ +^-| ; ■ 

b complïcalîon des calcula «ju'etle exige. Il désirerait donc qae l'on pAt dftenaîner 
tous les ajil^me* de valeurs des inconnues qui saliifont i des ^qiutions proposées ^ 
•ans être oblige d'jr avoir recours. C^ii U, en- effet, un sujet (jui sésait tout i £ul 
Agoe de fixer l'aitentioa des giomèlret. Toute la difficulté du problème se rMuirail 
évidemment ii savoir détcrmrner sans résoudra aucune équation , i.* 1er limites 
extrêmes des valeurs de chacune des inconnues ; a.* une limite au-dessous de lamelle 
ae pdt tomber U diSérenca entre deux raleu» de chacune de cei 
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20 ' FORMULES 

poorru qu'on prenne successivement le sigai + et le signe -^ 

dans le second membre. 

£n exposant 6=^, cette formule devient 

=«."(,-Co,.z)=p|.«-[.±c«s.i!i:i=2=±f J) , 

sortant de dessous le signe P le facteur 3d* qui deviendra au dehors 
a*"tf*"*, remarquant que i — Cos.z=3Sin.';z, etdivisant par 4^*, 
il viendra 

on 

pu 

Sln.-;z=:."-.f I .-Co..- "''--'"^ j , 

OU 

( MI J ' 

Bu « en extrayant la racine quarr^ 

Sin.ri=2"".P<Sm. — ^-î • 

l am ) 

Faisant en£n xs^zxy il viendra 

Sàn^sa"- .PJSm.:^ j^^"^! • 

En développant le second meiqbre de cette équation ,*elle deviendra 

Sn,*=2'^».8in, — .Sm.-^— .Sm.— ^...Sin. -.Sin. ; (!) 

(m— fi)*«+.» nw—x 
'nnais comme , en gênerai, Sm. — ' ■ :=;Sm. , on pourra 

encore mettre la même ëqualîon soua celte autre forme 
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TRIGONOMÉTRIQUES. 21 

m m : m m m ^ ' 

Ces formules assez remarquables en elles-mêmes , conduisent immé- 
diatement à celles que Lacroix a démontrées, d'après Lhullîer, dans 
son Traité des différences et des séries^ (*). U suffit, en effet, pour 
les en dédmre , de faire dans l'équation (1), x=\m , et dans l'é- 
'«[ualion (II) , x's^'-w , âi multipliant cette dernière par 2. On 
obtîeiU ainsi 

_ .«. I *■ *. 3 •• A. a»»— 3 •■ ^. 3m— I •■ ,_,, 

i=a""-'Sin. .Sin.--...Sîn. .Sin. . (B) 

_ I * n. 3 » j. am— 3w _, am*— 1 w ■ 

\/a^a. .Sin. — -.Sm. — — ..Sm. — '•—- .Sm. - . (A) 

' am a 1U» -a- ■ «m -a am a ■ - ^ ^ 

La formule (B) est un peu plus élégante que celle de Lhuîlier , que 
Lacroix a désignée par la même lettre. La différence nait de ce qu'ici 
les valeurs de m commencent à l'unité, tandîs-que, .dans la formule 
de Lhuilier , elles commencent à zéro. 

£n concentrant, pour plus de brièveté, les seconds membres dés 
équations (B) et (A), et multipliant la première par a , elle» 
deviennent 



H-, 



et il .^t tris-ftm^rqiujile qu'on, obtient la raçtn^ y^arrée 4u,prddult 

parla simple substitition"dei-? & ■-. • ■ ' 

De cette relaUon on peut conclure, en quarrant l'équation (Â^ , 

(*) Vo/es le n.° 1094* £>ge 43i , ëqualions (A) et (Bj. 
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as FORMULES 

( am a ) ( an» a ) ' 

ou j en se rappelant que $iD.'2jr:=2$îa.jKx)5^ 

2''P!Sin.'- — — -J=:Pf3Sin. —T. -Cos. -1 ^-î ; 

l amaj ( ,am a ^maj 

OU , en remarquant que 2 "^t m fois facteur dans le second membre , 

l ïm 3) ( am a an», a) 

ou encore __ 

< am a) i am a) ( am a\ { am a( 

nfin 

PiSib.^ — -^ =i»Î€os. -i-i îî (C) 

( am a) (, am *)■ --i 



OU enfin 



d'où n^ultâ' encore ' , : ' ; • 

_(_ ;a(i..jn>— I «-.l 

P < Tane. î = i • 

( " am a > 

Posant — =•, d'où m^r— ,-et sm~^t— • ■■• > il viendra, ea 

4m %m ■ ■ a« ' 

sul>stîtuaDt dans l'équation (C) .et diveloppant , 

galion 'ijuii'itt surpld» * ^^ 'vériBe aisémeAt d'elle-même, en 

observant qœ " ..,- 

Sin. •=€05.(7»—;. •) » 
Sin.3*=rOïp.(i-trT3;i . ; 

- -- Sin.<i-*^-^3«)=Cos.J, , -, 
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TRIGONOMÉTRIQUES. 23 

Si l'on divise le premier membre de l'équation (D) par le second, 

et fice versa , il viendra 

Tang..Tang.3— ..Tang.( j«^«) = CoL#Cot.3*-...Cot.(^ «w)=: i . 

' L'équation (Â) peut être écrite ainsi 



1=2 1 .Sin.— — Sin. -— Sra, — — Sin 



(am^i)* 



4^1 4") 4"! V"* 

en y mettant pour m la valeur -— , et ayant égard à l'équation (D) , 
elle, devient 

— ^;^=Sin.*Sin.3*.«Sin.(7*— •)=*Cos.*Co».3*...Cos.(^»— •) .* 

L'équation (II) divisée par Sin, — devient 

=;a™-'.Sin.— — Sm. Sin. ....SiSt^ ^— -— ; 

c- ^ m m m m 

j» > ' . 

faisant , dans cette équation , ^ =o , en remarquant qu'alors on 
■doit avoir 

— — =m , (*) 

Sin.- 
m 

il viendra , en divisant, par a"- ' , 

"* _ c- *■ c- ^'c- 3* (m— I)» 

3"" m m m m 

posant alors — =•, d'où to= — , il viendra 

— =SIn.,Sin.jï«rSin,3« Sin.(»— *) , (E) 

(•) Voyez mon Tràili it calcul âi£irentitt et intégral , «ru 60. 
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^ Formules 

Or, par l'hypotliise , m étant un nombre entier, — doit en être un 

aussi; c'e&t-^-dire , que « est un sous-muUlpIe de «-.Si, en outre , 
îl est aussi un sous- multiple de ^ «- , ce qui aura toujours lieu , 
dans la nouvelle division du cercle , toutes les fois que •■ , sous* 
multiple de ■■ , ne sera pas 8° ou 4o* ; la série (E) aura un nombre 

— — I impair de facteur; et le [ — J facteur,. qui sera le moyen 
entre tous . sera Sin.7«-^i ; de plus, les — — i facteurs situés à 
la «droite de celui-là» teront respectivement égaux aux— — i facteurs 

situés à sa gauehe , puisque la somme des arcs également distants 
des extrêmes et constamment égale k «-. Donc , en extrayant la 
racine quarrée des deux membres de l'équation (£), il viendra 

=Sin.*>Sin.3«rSin.3«. Sin.(fw — •) , 

' =Cos.«Cos.3«Cos.3«.M>*.Cos.(;w— •) ; 

d'o)\ on tire encore les équations 

=Tang„Tang.3.Tang.3« -.Tang.(J»-.) 

= Cot. «Cot. 2,Cot. 3- Cot. (î«— *) 

Si nous posons «=:i'; nous aurons 



^ 



/' a"» 



en passant âonc aux logaritbmes de Briggs , nous trouverons 

Log.Sin.i<'+Log.Siiua<'+Log.Siii3H .+Log.Sin.99-=l— 99"Log.3 , (F) 

Log.Tang.i'>+I-«frTang^»+Log.Tang.3."+-v+Ug.T«ng.99»=o .• (G) 

nais si au rayon i on veut substituer le rayon i ooooo ooooo , 
vomme on le fait dans les tablée tiigonométriques , afin d'éviter les 
logarithmes négatifs » il faudra ajouter 99 ^dixaines au second 

membre 
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ELLIPSE- ET ellipsoïde. aS 

membre deVëquatioa (F);si de plus ou veut pousserjusqu'^ loo**, cette 
(équation deviendra 

Log.Sn.i'^4-Log.Kn^'-|^iOg.Sifk.3<>-|-„v4-LDg,Kii.ioe'^iooi— ^Log.3 » 
c'est-à-dire , 

Log.Sin.i''+Log.Sin.2*-J-Log.Sin.3'-^...-4-IiOg.Sin.ioo'=97i , igSS. 
Ainsi pour le rayon i ooooo ooooo et la division centésimale , 1« 
produit des sinus naturels de tons les degrés du quart de cercle est 
un nombre qui a 972 chiffres à sa partie entière. 

Si •, sous-multiple de « , ne l'est pas ie ^w , ce qui aura lieu 
seulement , comme nous l'avons déjà observé , lorsque • sera égal 
à 4<^* ou à 8* ; alors le second membre de l'équation (£) aura un 
nombre pair de facteurs ; et sa première moitié > dont le dernier 
facteur sera Sin;(a' — *) , sera égale à la dernière, dont le premier 
facteur sera Sln.^ (*+«). Extrayant donc la lacine quarrée des deux 
membres, il viendra 



/7 



-=Sin..£in.2.Sin.3......Sin.7(« — ») • 



Kn faisant successivement "=^^0' et «=8°i on aura 

Sin.^CSin.Bo'— ;\/5 î 

Sin.8*',Si».i6°.Sin.24''.Sin.32''....Sin.o6*= ■ — - . 
-^ 4096 

GÉOMÉTRIE AIMALITIQUE. 

Rechert^e de quelques propriétés de TelUpse' et de 

Veîlipsotde ; 
Par M. RoGHAT , professeur de navigation à St-Brieux, 



tiojT 

a*y'-\-h'x*^=^*^h* (A) 

l'équation d'une ellipse , rapporlëe à son centre et \ deux dîarattres 

TQBt, m, 4 
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a6 E L I. ï P S E 

conjugal 'quelconques aa et 3^. On sait qu'une tan^nte ï eette 

ellipse a pour équation 

à'yy'-\-h*xx'^=.a*b* , (B) 
sc'^ct y' étant les coordonnées du point de contact, liées entre elles 
j>ar l'équation (A). 

Soient désignées respectivement par a' et ^ les dislances de l'origine 
auxquelles cette tangente coupe les axes des x et des y , alors. 
dans l'équalîon (B) > 

i ; \ devront r^pepdre ( 

on aura donc, d'après cela, 

/ "• ^ *' 

substituant donc, dans l'équation (A), il viendra 

a/»i«+i/>a»=d/'J/' ; (C) 
«t l'équation de la tangente sera simplement 
oy+^x=a.'^. • (D) 

Concevons présentement que a' et i' soient seuls donn^ , et 
qoe tf et 3 soient deux lignes vaneUes , liées nDiquement entre elles 
par l'équation (C) ; alors cette équation s«ra celic d'uM ellipse, 
rapportée à d«ux diamètres conjugués za' , a.b'.' 

L'équation (D) sera celle de l'uB des calés d'un paraUélogramaaa 
inscrit à cette ellipse . de manière que ses diagonales soient les deux 
diamètres conjugués sa' et 2b'. 

Et , quant à^ l'équation (A) , elle appartiendra ^ toutes les ellipses 
qui, ayant même centre que la précédente, et leurs diamètres con- 
jugués dans la mâme direction que les siens , auront successive- 
ment ces diamètres doubles des coordonnées de tous ses points. 

Et il est aisé de voir que ces dernières ellipses , inscrites k une 
•uvto de parallélogrammes inscrits eux-niâmcs à la première ellipse^ 
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ET ellipsoïde. 37 

■Kront xusai inscritea au paralléiogramme dont il ti«nt d'être question 

ci-dessus. 

De là résulte le tbtforàme sniTant : 

THÉORÈME. Si , à une eliipse donnée , on inscrit arbitraire- 
ment un parallélogramme dont les côtés soient parallèles à deux 
diamètres conjugués ; l'ellipse inscrite à ce parallélogramme, de 
manière à ce qu'elle- touche les milieux de ses côtés, se trow- 
vera aussi inscrite au parallélogramme dont les diagonales seraient 
ceux des diamètres conjugués de la première ellipse , auxquels les 
côtés de l'autre parallélogramme sont supposés parallèles. 

Supposons actuellement que les diamètres conjugués dont II a été 
question jusqu'ici soient ructangulftires , et soient consëquemment les 
axes mJmesde la courbe, l'un des parallélogrammes deviendra un 
rectangle , et l'autre sera un lozange. Or l'équation (C) 'donne 

iï= ~ /P^^rj^ , d'où 4ah— ^ y/b*^^* î 

mais ^ai exprime l'aire du rectangle inscrit à l'ellipse donn& par 

l'équation (C) ; donc — — ^A'' — b* exprime aussi cette aire; or, si 

l'on égale ^ zéro- le coeiEctent difFéreatiel de cette exptuùoo', pris 

par rapport à i, il vient 

Il t^ 

1=-^—=. , d'où a=-l--= 

valeurs qui délermincot les quatre- sommets du plus grand rectangle 
inscrit, lequel, comme il est facile de leivoir, a pour ses diagonales 
les diamètres conjugués égaux de l'ellipse , et est conséquemmrat 
semblable au rectangle formé par les tangentes aux sommets de 
cette ellipse. > 

De ïk nous pouvons conclure que, de toutes les ellipses inscrites 
au lozange qui a pour sommets les sominets de la première ellipse, 
la plus grande est telle qui est inscrite lu rectangle dont les dia- 
gonales sont tes diamètres conjugués égaux de ^elte première ellipse. 
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a8 ELLIPSE 

L'eliîpse lÎQsi construite est semblable à la première , et a son ain 

moîtië de la sienne. 

Si dans l'équation (C) on fait ^=tf , on aura . 



quanlité facile & construire. Alors le rectangle inscrit sera un quatre , 
et l'ellipse correspondante un cercle ayant pour rayon la valeor 
de a. 

§. II. 

Soit 

i'c'x*-+-a'c*y*'\-a*i*z*=a*i*c' « (E) 

l'éqaation d'un ellipsoïde rapporte à son centre et à trois diamètres 
conjugués quelconques aa, zh y zc. On sait qu'un plan tangent ^ 
cet elli((soïiie a pour équation 

a*, y^ , z' ^tant les coordonnées du point de contact , liées entre 
elles par l'équation (E). 

Soient désignées respectÎTcment par a' y h' ^ ^ les distances de 
l'origine auxquelles ce plan tangent coupe les axes des ;r , des f 
et des z; alors, dans l'équation (F) 

(r=o ) 

\ \ > devra répondre x'^i^ , 

z=o ] 

\ devra répondre y^h' ^ 

X:=0 ) 

\ jr=o ; 

l < \ devra répondre js=f' , 
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ST ELLIPSOÏDE, ag 

«a Aora donc , d'après cela , - 

w- ^ */- t • /~îL 

«ubstituant donc dans t'ëqaatioa (£), il viendra 

J/Va*+^"a'"i*+<ï'*i'V»=rd"^V ; (G) 

lit r<équatioii du plan tang«nt sera simplement 

Concevons présentement que a' , h' , c' soient seuls donna , et 
que tt^ h , c soient trois Jignes Tariables , liées uniquement entre elles 
par l'ëquation (G); alors cette ëquation sera celle d'un. ellipsoïde 
rapporté à trois diamètres conjugués :La' ^ 2^, ^, 

L'ëquation (H) sera celle de l'une des faces de l'octaèdre inscrit 
\ cet ellipsoïde > de manière que ses diagonales soient les trois 
diamètres conjugua s.a' , %h' , zc'. 

Et quant à l'éq&atlon (£) , elle appartiendra à tous les ellipsoïd es 
qui, ayant même centre que le préc(ident, et leurs diapi être* con- 
jugua dans la même direction que les sians , auront successivement 
ces diamètres doubles des coordonnées de tous im points. 

Et il est aisé'de voir que ces derniers ellipsoïdes, inscrits À une 
suite dé parallélipipèdes , inscrits eux-mêmes au premier ellipsoïde', 
se troureront aussi inscrits à l'octaèdre dont il vient d'être question 
ei-dessus. 

De là résulte le théorème suivant : 

THÉORÈME. Si ^ à un ellipsoïde donné , on inscrit arhitraîre- 
ment un parallélipipède dont les , arêtes soient parallèles à' trois 
diamètres conjugués; fellipsoUe inscrit à ce parallélipipède ., de 
manière à ce qu'il touche les centres de ses faces t. se trçwera 
aussi inscrit à F octaèdre dont les diagonales seraient ceux des 
diamètres conjugués du premier ellipsoïde auxquels les arêtes du 
parallélipipèàe sont supposées parallèles. 
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3o ELLIPSE ET ELLIPSOÏDE. 

Supposons priiseiitftment que les diamètres conjugués dont il a été 
questîoD jusqu'ici soient rectangulaires, et soient consëquemment les 
axes mêmes dé l'ellipsoifde ; le paranélipipède sera sjors rectangle* 
Or, l'ëquation (G) donne 



Sa'be 



^=—1/^"^»— ^V— c"iSd'ou8(i3r= — — i/^v"— ^V— tf"*' » 

mais 8ûèc exprime le volume du ^ iraLUliptpèiie inscrit à rellîpsoïdt 
donnrf par l'équation (G) ; donc — ^ ^i^'e" — ^*£* — t:"â* est aussi 

J'expressioQ de ce volume ; or , si l'on égale â Kéro ses deux coefficiens 
diûîérenlîcls pris en faisant varier successiTcmcnt ^ et c , tl viendra 

i/»^_2JV»— <:'^'=o ,■ «'V— 2^:»*"— 3V^=o . 

d*oA 

y e» a» ■ 

— yjî* — v^ * — vi * 

ces valeurs de a, i, c^ déterminent donc les huit sommets du 
plus grand parallélipipède rectangle inscrit k l'ellipsoïde, lequel > 
comme îl est aisé de le voir , a pour ses diagonales les diamètres 
conjugués ^gaux de l'ellipsoïde , et est conséquemment semblable au 
paratlélipipède formé par les ptaçs taogens aux sommets de cef 
'ellipsoïde. 

De 1^ , noas pouvons conclure que , de tous les ellipsoïdes Inseritf 
\ l'octaèdre qui a ses sommets aux sommets mêmes de l'ellipsoïde 
donné , le plus grand est celui qui est inscrit au parallélipipède 
t^ctangle 4ont les diagonales sont les diamètres conjugués égaux de 
cfi premier etlîpsdïde. L'ellipsoïde ainsi construit est semblable atf 
preniiei-, et son volume est au sien, comme i est à Sy^î. 

6i l'on fait £^j=a, il vient 



V'>"^*+*'*«'*-H"'*" 
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LETTRE AU RÉDACTEUR. 3i 

le parall^ipîpède înserit à l'ellipsoïde est alors dd cube, et l'ellip- 
soïde inscrit à ce cube devient ane sphère dont le rayon est cette 
valeur de a. 



CORRESPONDANCE. 

Lettre de M. Bret , professeur à la factiltë dies sciences de 
■ - l^académic de Grenoble , 

Au Rédacteur des Annales. 



Monsieur et mis-CHER CoMFBiba-» 

~ «I 'ai rhonneiir de vous Soumettre quefqnes remarques qui concernent 
deux mémoires de votre denùÀre livraison, des Annales , et qui n^e 
paraissent intéressantes. " ' 

§. 1 . Suf la construction des formules ^ui serpent h àitermîhef 
la grandeur et la situation des diamètres principaux , dans ki 
lignes du second ordre (*J. , . 
.L'équation ,,. ,,.f -^ 

Tapç;?«a— -r?î , 
•a , pld« géDàUement 

"'^^ ^ Tang.(2irfA.):a=— 4- ,.. '!.',, ^./'.'.. 

donne l'angle «+f^* que fait l'ate des x*' àxi' itf' yf* avec ï^axe 
C) Voye» la ptgo 33a du a.« volume de* /iimalet. 
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3a L E T T ap 

de& jr i on IrouYe lea àtnn angles • et «+ ; « ; en sorte qae la 
même formule fait coiinaltre les directions des axes des s" et 
des y". Si > désigne l'angle que fait l'axe des x'' avec l'axe d«s *, 
il faudra porter sur cet axe des x" , ^ partir du centre , la valeur 

ce résultat est yrai, si i est négatif, et il est faux si h est positif. 
, Soit, donnée foar exemple l'équation y'-|-3aT4-5.*= i. 
Bappelons les formules de mon mémoire ( lom. II , p. ai8 ) ; 

Sin^B^ , Tane.3«= , 

j— A ° a — • 

JBa solutîtuant , on trôura 

. ■«•—6^+^=0 , d'oi .«=:t *"* ï » 

Sin.2«= , 'Tane.a^^i j 

h— g 

or . comme Sïn^» doit être positif, 'il s'«iisuit que ^=7, h=~\ 

donc 

Ea appliquant les formules de M. Rocliat , on (roure an' contraire 

Il est donc tris-important de faire attention au doable signe dit 
radical , dans tes valeurs de Jlf et JV . ou dans celles de ^ et Â ; car » 
•ans cette précaution > on déterminerait bien exactement Tellipse et 
rhyp^rbote ^ mais tris-souvcot ceS;Courbes ne seraient point situées 
comme elles doivent l'être , relatÎTement aux axes primitifs des coor- 
dunaées. 
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AU REDACTEUR 33 

5, 3, Observation sur îa démonstration du principe qui sert de 
fondement à la théorie des équations* (*) 

L'ëquatioQ v^y+5j:"" ' -l- =y ëlablît entre les variables jt, y 

une reiatioa telle qu'à chaque valeur de ^=« , «^ , »" y...^ î[ 

correspond une valeur de y^^t^ , A'» ?" » Riiciproquement, 

pour y — fi on doit trouver a = * , et par conséquent , il 
existe une série d'opérations Jk faire sur y— fi et les coe/Hciens 
A, 3, C ,..,, de manière ^ obtenir jr=« o« , ce qui revient au 
même , on a 

u=9{J.B,C fiy ; 

«t on aura pareillement 

•'=^(^,5, C, fi^) , 

m'^=f"(A,B,C fi'O , 



Il s'agirait donc de démontrer que les fonctions ?, ^, ^' ,.\\ Mirt 
les mêmes ou , ce qui revient au même , qu'il faut constamment exécuter 
sur les difTérentes valeurs de y la même série d'opérations pour en 
conclure les valeurs correspondantes de f ; il faudrait prouver en 
outre qu'A chaque valeijr.de j^*, non comprise dans la sërie^,A'> ^^^*< •• 
il doit nécessairement correspondre une valeur de x ; or ^ c'est ce 
qui ne me parait pas établi par le raisonnement de M. du 
Bourguet. 

J'ai ouï dire , au surplus , que M. Ganss était parvenn \ démontrer 
que toute équation est décompesable en facteurs réels du seconi 
degré au plus , sans supposer la décomposition en facteurs du pre- 

C) V^ex U page 338 âa ^* vi^une à& ce récueît. 

Tom, nu 5 
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34 QUESTIONS 

mier degf^. S'il en est ainsi , le principe que M. du Bourguet a eu 
en vue de démûntrer ,"se trouve être une coosëquence toute natarelle 
de celui-là. 

Agrées , etc. 

Grenolle, le 7 mai 1812. 



QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solution» du problème dalUage proposé à la page 287 
du deuxième volume des Annales. 



Jii NONCE. Deux vases A «r B, dont les capacités sont respec- 
tivement i et b f sont remplis , /"im et Vautre, d'un mélange d'eau 
.et de vin dont la proportion est connue pour chaque vase. On a 
deux mesures égales , dont la contenance commune est c ^ et que 
Ion plonge en même temps dans les deux vases pour les remplir ; 
après quoi on verse dans chaque vase le liquide tiré de l'autre* 
On réitère la même opération n fois successivement. On demande 
.quelle sera alors la proportion de l'eau et du vin dans chaque 
vase ? 

Première solution j 

Par M. Lhuilier , professeur de mathëmaliqiies à racadémift 
impériale de Genève. 

Soient X^ X' , X" , les quantité d'eau ■ qui se trouvent rester 
dans le vase A , après trois opérations consécutiv.cs quelconques , 
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et Y f Y' , Y" leà quantités d'eau correspondantes qui se trouvent 
dans le vase B. 

Far l'opération qui fait passer lea quantités d'eau des deux vases 
deJTet J'à^'et Y' on extrait , savoir: 

de À une quantité d'eau exprimée par— X. » 

de B une quantité d'eau exprimée par— -I'"; 
on aura donc 

X'=X~^X-^^Y; 

et on aura pareillement 

on a d'ailleurs 

X-^-Y^X'-\-Y' ; 
éliminant donc Y et 1^'' entre ces trois équations , îl viendra 

partant , les quantités d'eau successives contenues dans le pnmier 
vase forment une suite récurrente du second ordre , dont l'échelle 
de relation est 



'écarrente provient donc 'du développemei 
aminateur est 

-(^-7-f)^--(-T-f)' 



cette suite récarrente provient donc 'du développement d'une fractioa 
dont le dénominateur est 



c'est-i-dire , 
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ou t ce qui revient au mémCf du déreloppemeot de la somme de deux 
fractions de la fonne 



— '' -(-7-T>' 

- or , les termes généraux correspondans de ces dêreloppemens sont 
M:c" et iV^i— l.^^Vx" ; 
partant 

M tl N ëtant deux constantes qu'il s'agît présentement de déter- 
miner d'après l'ëtat initial du mélange dans les deux vases. 

Soient « et ^ les quantités d'eau qui se trouvaient respectivement 
dans les deux vases A et B , avant la première opération ; après 
cette première opération il se trouvera dan» le v^ Â une quantité 
d'eau exprimée par 

H-r' i 

a 

amsi il faut qu'en faisant «uccessircment 

? on a'M e * 

} { ai 

ee qui donne 



, Google 



deU 



et partant 
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U-a.-— , ■«=—77- 






De là on âëterminera le moment ( s'il est possible ) o& les 
quantités d'eau contenues dans les deux vases seront entre elles dans 
un rapport donné , où celui auquel la quantité d'eau contenue dans 
l'un de ces vase^ Sera dgale à une quantité donnée. 

Si , dans l'état initial du mélange , les quantités d'eau contenues 
dans les deux vases sont respectivement propcHrtionnelles aux. capa- 
cités de ces vases, on a m.;it=.a:&i de là ijn-^a^zo / et partant 

Ainsi y dans ce cas particulier , quelque multipliées qa« soient Ie« 
opérations , l'état des deux mélanges demeure invariable. 

Deuxième solutiorki 

Par M. Tédenat , correspondant de la première classe de 
flnstitut, recteur de l'académie de Nismes. 

Soient après z opérations, X^ la quantité d'eau qui se trouve danS' 
le vase A , et l^f la quantité d'eau qui se trouve dans le vase B. 
A la fin de l'opération suivante , ces deux quantités seront devenues 
respectivement Xf^ , et Y^^ , ; or , il est clair que la quantité d'eau 
qui se trouvera alors dans le vase A sera** égale à celle qui s'y 
trouvait après la i"' opération , moins celle que la (z+i)"*" en 
a soustraite , plus celle^qu'elle y » introduite ; ce qui donne sur-le- 
cbamp l'équation 
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x,,,=:x,-^x^+l r,=(.-^)x,+ir, . 

Maïs , d'un autre c6té , 3Î l'on diisigne par * et ii les quantités d'eaa 
qui se trouvaient respectivement dans les deux vases A et B | av^t 
la prcmiâre opération , on aura 

«ubsthuadt . donc dans l'tiquation ci-dessus, elle ' deviendra 

équation du premier ordre aux difTércnces , entre les doux variablea 
X et z, dont tes coefEciens sont constans , et dont l'intégrale est 

C étant une constante arbitraire. - 

<*) Voyes le Traité ilimtntoirt de calcul différtntiel et de caltul iatigral 
ie M.' Lacroix , deuxième ëdttion , page Syît 
De l'équation. 

on déduit 

d'où t en retranchant et .iransposMt , 

^-=(^-T-f)^---('-T-7)-^'" 

cqiutton du second ordre qui renire dans celle de M> Lhuilier. 

Pour l'inUgrer.on po»era X^=^J d'oi"! Xi^i=p\-*-^ , Xj+,=yr+« ce qui 
Amnera, en subitituant et divisant par pi , 

__ ce 
P~^ et ;r=T-- î 
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Ot, 1 z=:0 doit répondre X ~»i donc 

M=i,.—-T+C, do4 '- = -——, 
c-+i «+* 

çt par conséquent 

D'après cela, si l'on dénote simplement par X , K les qaantît^ 
d'eau , et par X' , Y' les quantités de vîn contenues respectivement 
dans Ic^ deux Tases A et B j après la b"" opiratioo ;: et si en outre 
V et 18' sont les quantités de vin que . renfermaient ces deux Tas«s , 
avant la première opération ; en obsen'ant que 



on trouvera 



â-f» o^ \ a b J 

Parmi une multitude de remarqaeis auxquelles ces formules pea- 
Tcnt donner lieu ^ nous nous arrêterons 'aux suirantes, 

— et — étant, dans les cas, deux fractions positives ,11 en résulte 

que — J- — est toujours compris entre o et 3 , et que consequent- 

ment i est toujours IracHonnaire et comprisentre.-^i £t~V 

Les (MWMtantei Jlf et PT se délenaîneiwit tant par l'ë^iiatioii ia prenuer ordr* 
^K pu r^t initial du milang/i. 
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Donc I .■ les valeurs de Jï , ^' , T , JT' tendent constamment i 

se réduire à leurs premiers termes , à mesure que n devient plus 

grand ; et elles y tendent de manière à rester toujours au-^lessus ou 

• Il ' ' "* 
toujours au-dessous, si I ona — -f- — < i ou c<, -; tandis qu'au 

contraire elles se trouvent alternativement au-dessus et au-dessous de 

cette limite , si Ton a c > — — ■ . 

3.* Si l'on avait exactement t=; — , d'oà i — =o.Ie» 

o+i a h ' 

Taleurs de Xy X' , Y ^ Y' atteindraient leurs limites respectives dès 
la première opération ; de manière que les opérations subséquentes 
n'y changeraient rien , et qu'alors le mélange se trouverait homogène 

dans les deux vases. Ainsi, en prenant la mesure c^- , on sera 

assuré , sans mâme connaître l'état initial du mélange .dans chacun 
des deux vasea . que ce mélange est exactement le même dans l'un 
et dans l'autre après une .seule opération. £t il est de plus aisé de voir 
que la chose aurait lieu .également ,]ors même que les liquides mêlés 
dans chacun s'y trouveraient au nombï« de plus de deux. 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Pr(^îème de Gnomomque. 

i." 1. RACER , sur une colonne cylindrique et verticale , portant on 
chapiteau circulaire , on cadran solaire dont l'heure soit indiqua par 
l'ombre du chapiteau sur le fust de la colonne? ... 

- a.'^- ©écrire sur ce fust , les.dcux courbes qui te^ioiiqçn.t les.lîgnçs 
horaires , au solstice d'été et au solstice d'hiver ? 

3.* Faire une applicaVion spéciale deS me'lhodes ou formules aux- 
quelles on-sera parvenu , en se donnant , en nombres ^tes diamètres 
du chapiteau et du fust de la colonne , ainsi que la latitude du lieu? 
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ANALISE ÉLÉMENTAIRE. 

Considérations propres à fournir , dans un grand 
nombre de cas , des limites extrêmes , très-approchées , 
des racines des équations numériques; 

Par M. DE Maizière , professeur de mathématiques des Pages 
de LL. MM. , et professeur de mathématiques spéciales 
au lycée de Versailles. 



I. Kja sait que l'emploi dés dërirées successives conduit , d'une 
maDière sure , au nombre entier immédiatement supérieur à ta plus 
grande racine additive d'une ëquation; que celte méthode est très- 
rapide , si cette plus grande racine est un petit nombre ; mais qu'elle 
devient très-pénible , et pour ainsi dire impraticable , lorsqu'au con~ 
traire la plus grande racine additîve est an grand nombre, sur- 
tout si l'équation est d'un degré un peu élevé. 

1(3 méthsde que je vais exp»ser pourra sembler moins générale ; 
mais elle est beaucoup plus rapide , dans le cas où la plu< grande 
racine addilive est un grand nombre. Elle est fondée sur un théorème 
généralement connu ; elle n'en est , en quelque sorte , que le dévelop- 
pement ; et elle est d'ailleurs si variée qu'elle peut être considérée 
comme satisfaisant à tous les cas. 

II. Une équation quelconque ^=o , peut être représentée comme 
il suit : 

«"-hP.a-'-'+P,*"--!-..-.— Pr*'"-'-i-.-..— ■Pji*"'-*-l-"-4-^m=o; (i) 

— p. étant son premier coefficient soustrac^f ; et —P^ son coef- 

Tom. m. 6 
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Hcient soustractîf le plus éloigné de zéro. On sait que , dans cet 
état de choses , on doit avoir 

s<i-\-^p^ . (3) 

Quoique la démonstration de cette proposition ne soit pas difEcile , 
et qu'elle se trouve dans plusieurs ouvrages élémentaires ; comme on 
s'est quelquefois mépris sur le sens des roots , et sur la véritable 
interprétation du résultat ; oa ne trouvera peut-toe pas mauvais, 
que je reproduise ici cette démonstration. 

On aura 

- x<L, (3) 
si, L étant substituée à a; , dans A'=o , le résultat est additif, 
et si les résultats ultérieurs conservent le signe -\~ , pour tout nom- 
bre substitué >Z. Or, de la somme des additifs de (i), ia plus 
petite valeur est a" ; et de la somme des soustractifs , la valeur la 
plus éloignée de zéro est 

— Pt(y»"'+*'"-'-'+a'"-'-*-f-......H-i) î 

valeur qu'elle aurait , en effet , si chaque terme était souslracUf 
depuis le premier soustraclif — i*,-*""' , et s'ils avaient tous pour 
cocfEciens le coefficient — P^ le plus éloigné de zéro, x sera donc <Z , 
SI , pour le nombre X , et pour tout nombre supérieur ^ Z , on a 

i;'">P4Îi'«-'H-i"':'-'+£'"-'-+.....+i } . (4) 

Dans cette relation , le polynôme Z"'''+Z"'"'''+i"'"'-*-+-.....+' 
■ est lâ%[uotieat de la division de i'""+'— i par L — i ; donc la con- 
dition (4) sera remplie, si la suivante est satisfaite 

Cette dernière peut être mise sous celte autre forme 

et l'on voit que ta condition (6) sera satisfaite par L, et par tout 
nombre supérieur à X> si l'on a seulement 
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pourvu toutefois que L soit trouvé >i ; sass quoi la relation (7) 
pourrait ne pas entraîner la relation (6). La relation (7) , et con- 
séqueniment toutes les précédentes seront donc satisfaites , ( sauf l'ex- 
'-ception qui vient d'être indiquée ) , si l'on a 

i"^Z^i)^PiZ;'"-'-*-' , (8) 



(9) 



ou encore 



ii-(i_i)>i>» ; (.0) 

or , cette demi&re condition sera remplie par Z et , ^ fortiori , par 
tout nombre plus grand que L » si l'on a seulement 

(i-.)'-(t-.)=p. , (..) 

ou 

(i_.y=i'» , (.=) 

ou enfin 

£=i+^p, . ('3) 

Maintenant, pour L et pour tout nombre >£, la relation (10) 
sera satisfaite, ainsi que chacune des précédentes, jusqu'à la rela- 
tion (7) ; et, parce que (i3) donne X> i , les mtoies nombres qui 
satisferont à (10) satisferont aussi \ (6), et par conséquent À la 
relation (4) ; donc 

III. Voici présentement diverses observations propres \ déduire de 
cette formule une limite très-approcfaée de la plus grande racine 
. tddttive , même dans les cas qui paraissent les moins favorables. 
i.** Si le premier coefficient soustractif .— Pj était précédé d'un 
coefficient additif P% , tel qu'on eût 
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comme alors le binôme P^jr""* — P;x'^' serait additif, pour toute 
valeur de j;>i ; on pourrait faire abstraction du signe — qui 
procède P; , et considérer comme premier coefficient soustractif le 
premier — Pj> des suivans, qui ne «e trouverait précédé d'aucun 
coefficient additif au moins aussi éloigné de zéro. 

a.*> Si — P^ , coefficient soustractif le plus éloigné de zéro , était 
précédé d'un coefficient additif Pg , tel qu'on eût 



on pourrait , i ce coefficient , substituer le premier — Pj, des sui- 
vans , que oe précéderait pas un coefficient additif au moins aussi 
éloigné dé zéro. 

3.° Si , le second terme étant négatif , le premier trinôme 
a" — P,a!"'"'+P»a^'"~* , mis sous la forme x"~'(x* — P.jr+P,), 
avait ses deux dernières racines imaginaires ; ce qui STriveralt si 
l'on avait P|<4Pi > ce trinôme resterait additif, quelque valeur 
réelle qu'on donnât it x ; on pourrait donc faire abstraction du 
.signe — du second terme , et prendre tant pour premier coefficient sous- 
tractif que pourcoefficient soustractif le plus éloigné de zéro, ceux des sui- 
Tsns qui satiferaient à ces conditions. A quoi on doit ajouter qu'on pour- 
rait, h l'égard de ces derniers, faire usage des deux remarques précédente.*. 

4.* Si — Pjjr""' ou — Pjar"'* pouvaient être compris , comme 
seconds termes , dans des trinômes à racines imaginaires , on pourrait 
faire abstraction des signes — qui les aiFectent , et les considérer 
comme additifs. 

5." Si l'un ou l'autre des termes — P^j^"*, — -Pj**"' peuvent Être 
compris dans un groupe de termes rendus additifs, par une suhs-. 
titution très-inférieure à celle que donne l'usage de la formule , nifrme 
modifiée , £^^l~{-}yF^■•, alors ces termes devront tous être considérés 
comme s'ils étaient positifs, et il faudra les remplacer par des termes 
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choisis dans les deux parties restantes da premier membre de 
l'équation. 

6." JEntin , si l'on pouvait décomposer le premier membre de 
JC=o en plusieurs groupes rendus respectivement additifs par Z, , 

Z, , Z, , tous <i-|-i^t; on serait sûr que x devrait être 

inférieur au plus grand de tous les nombres Z, , Z^ > Z,,... 
IV. EXEMPLE I. Soit l'équation 

«*+a3i* — ioa:'+5j:''^i(ooj:-h85oo=îO. (i) 

On sait que la formule Indiquée par Lacroix donnerait Z=4oi. 
Le premier usage de la formule i+iJ'Pi donne Z = 2i. On peut 
modifier cette limite en écrivant l'équation (i) comme il suit 
*'+ïO:r*— iojr*+5*'— 4oar+85oo==o ; (a) 

or, comme le bindme loj;* — lox^ est toujours additif, pourf>i^ 
là formule i-+-^Pi donne Z= I+^J'4oo ou Z=6. 
,0n peut encore écrire la proposée sous la fonne 
**+io(jr*— «')+5:F*H~i3:r(:e^— 3o)— io*+85oo=o î (3) 

et -, comme le 4' terme est rendu additif par «:=4 * o" > Z=4< 

Enfin la proposée peut être écrite comme 11 soit 

:c*+io(«*— a:')H-i3itt+5(*»— 8oj7+i70o)=o j (4) 
et, comme le trîndme j;*-~8ox~i-i'joo a ses racines imaginaires , on 
a Z=i. 

EXEMPLE IL Soit l'éqaation 
«*— 3o;p'+a6ojr*-|-3*' — loooa:* — 4oooar— 8600=0. (1) 

Le premier emploi de la formule i+^^Pj donne Z=4ooo.l. Mais, 
en écrivant la proposée sous la forme 

**(«*— 3o«+226)+34jr*+3«' — 1000*»— 4oooaj — 8600=0 ; (a) 
«omme les racines du trinôme a" — 3oj>4-226 sont imaginaires , on 
pourra prendre Lssi-i-^"^^ ou Z= 16. 

On peut encore écrire la proposée comme il suit : 
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^*(a;»— 3oJ+326)+3j;*+34:r'(:r'— ^^)— 4oooo:r^86oo=o ; (3) 
a:, par ce qui précède, devant être >6, on peut faire abstraction 
du terme 34-*'(.** — ~^t) •> toujours additif, pour toute valeur de * 
au-dessus de cette limite; on pourra donc prendre £= i+^4Ôcôô , 
pourvu que cette valeur ne soit pas inférieure à 6 ; elle peut donc 
être admise, car elle donne Z = io. 

EXEMPLE m. Soit l'équation 

jr'_7x+7 = 0. (i) 

Ce cas est un des plus favorables à la méthode des dérivées suc- 
cessives , qui donne bientôt £==2. Le premier usage de la formule 
i_|-|/p^ donne X=4 » mais, en mettant la proposée sous la forme 

^a^'-7>4-7=o , (2) 
on trouve £=3. Ainsi , dans les cas m£mc les plus défavorables , 
la méthode que je viens d'exposer ne le cède guère à celle des dérivées. 

Je ne dirai rien de la limite des racines soustractives , dont la 
recherche peut toujours , comme l'on saitv, être ramenée il ce 
qui précède* 

ANALISÊ TRANSCENDANTE. 

Z)e. l'intégration des équations linéaires dun ordre 
quelconque , à coefficiens constans , dans le cas des 
racines égales j 

Par M. F. M. 



a m. le rédacteur des annales, 
Monsieur , 

Un sait qu'en procédant , \ l'intégration des équations lio^trei , &' 
coei&ciens constans , la substitution de ^ au Heu de / , semble 
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en dëfaut > lorsque deux ou un plus grand nombre As racines ie 
l'ëquation en m sont égales entre elles ; et que d'Âlembert publia 
-en 1748, une méjhode très-ingénieuse pour écarter cette diiRculté. 
Cependant, quel que soit le mérite de cette méthode, adoptée par 
Euter , dans son calcul intégral , et depuis par les auteurs de tous 
les traités sur cette matière , il m'a semblé qu'elle laissait à désirer 
un procédé plus rigoureux. 

Je n'ignore pas qu'au fond le moyen employa par d'Alembert, et par 
les autres géomètres après lui , peut être entièrement justifié , soit 
par des considérations tirées de la théorie des limites , soit en faisant 
adroitement disparaître dans les termes à conserver ( par un calcul 
un peu long quand il y a plus de deux racines égales ) la quantité 
inOniment petite dont on a supposé que les racines venaient i 
dîfTérer. Mais cette petite différence & que , dans tous les traités que 
je connais, l'on annulle , sans que les quantités clc , ck' , c&^ ,,.. 
deviennent nulles en m£me temps , occasione toujours de l'embarras 
aux commençans, qui ne peuvent pas encore saisir le véritable esprit 
de la démonstration. 

Je pense donc que la méthode si^vante , qui n'est point sujette 
aux mêmes diiEcultés , et qui a l'avantage de donner immédiatement 
l'expression générale de l'intégrale, quels que soient l'ordre de l'équation 
et le nombre des racines égales , pourrait être introduite , avec 
avantage , dans les élémens ; et c'est pour lui donner la publicité 
nécessaire que je me suis déterminé ,< Monsieur , k vous l'adresser. 



§. I. Cas où toutes les racines sont égales. 
Soit l'équation 
Ay+Aà"- '/.dx+Bd"- »y.dj:'4- .... H-isyda" = î 
a sait que son intégrale complette est 

»', m'^, m'" m^"^ étant les n racines de l'équation 



(P) 
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qui provient de la aubstltulion de é" , au lieu d« y , dsns 

l'équation (P) 

Quand loures lea racines de l'équation (Q) sont égales entre elles 
et à nt , l'intégrale assignée se réduit k 

mais cette valeur de y n'est plus qu'une intégrale particuiière t puis- 
qu'elle ne renferme qu'une seule constante arbitraire <». 

La simple substitution de f™*, au lieu de ^, paraît donc être ici 
en défaut, et ne pouvoir faire connaître la véritable intégrale de la 
proposée (P). 

Cependant , puisque cette substitution satisfait toujours i l'équation 
difTérentielle , et puisque te défaut apparent de la méthode dépend 
d'une certaine relation e^iistante entre les coelEcicns constans 
j4 f B,.,*.If; supposons 

Il étant une fonction de x qu'on peut espérer de déterminer en 
telle sorte que l'intégrale renferme le nombre de constantes arbitraires 
nécessaire à la question. 

Hemarquons auparavant que , dans le cas oCi l'équation (Q) a 
toutes ses racines égales , comme elle est équivalente 4 {m — mY^^Of 
on a 

^=— — . m , 

■ 

'la 
^ R B — I n— a , 



le signe supérieur ou le signe inférieur devant être pris , dans la 
valeur de iV, suivant que n est pair ou impair. 
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En conséquence , la proposée deyient 

or , on sait que , lorsqu'une fonction y est de la forme u.t , a et / 
étant des fonctions de jr , on a 

d''j'=d"(tf.£)=(d«+d')" , 
pourvu qu'on écrive le développement avec les précautions conve- 
nables } c'est-à-dire , qu'on a 

dY='d"«+—^''''«''i^+ — •—- d"'*«-dV-l-...H-B.d''/ ; 

mais» quand t=^* ^ on a, par la nature de la fonction «^ , 

d"/=/.(mdj:)" ; 
donc , 



mais la forme de la proposée , dans le cas actuel , est 

en mettant donc . dans le second membre de cette dernière équation , 
au lieu de d"''^, à"'*y ,..., leurs valeurs en /, a, x, tirées delà 
forme générale (R) , égalant ensuite entre elles les deux valeurs do 
6"y , et divisant de part et d'autre par / , on aura l'équatton 
identique 

d''BH — d"''u,màa-{~ — . i"-*u.m'âj;*+... 

— — d" '«.rod^r— 2 — ^ a" 'a.m*ax' — ... 



Tom, JJI, 
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ce qui <Ionue d"u=:o; et, en intégrant, 

donc 

valeur qui , renfermant n constantes arbitraires , est l'int(5gra]c eomplette 
de la proposée (P). 

§. II. Cas où ijueJques racines seulement sont égales, 

I<orsqu'il n'y a que p racines de l'équation (Q) qui soient régales 
entre elles et à m \ n étant suppçsé égal \ /H-y l'intégrale se 
réduit à 

ou 

intégrale qui n'est que particulière , puisqu'au lieu de n ou /'+y 
constantes arbitraires, elle n'en renferme que i-|-f. 
. Dans ce cas, l'éfiualion (Q) reyient à 

(ct— m)''.(m— mt^+' >) (m -m"'+'>) =o. 

Considérons séparément le premier facteur, et posons l'équation 

II est t^Yident , par le cas général que nous venons de traiter , que 
celte équation se rapporte à l'équation difTércnticlle 

* d'y4-^MP-'r-dj^+5'd''-'j.djr'+.:..4-//0'd^''=o , (P') 

dont toutes les solutions y = e'"' seraient égales entre elles ; en sorte " 
que son intégrale se présenterait sous la forme particulière 

Si donc , en raisonnant comme dans le cas général , nous ins- 
tituons les mêmes calculs , nous trouverons , pour l'intégrale eomplette 
de celte équation (PO» 
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Taleur qui renfermera p constantes arbitraires. 

Mais, d'après la propriétc^ des équations diffërentielles linéaires. 
Von sait que, si l'on a n valeurs partlcalières de ^, leur somme 
donne immédiatement l'expression générale de cette fonction. 

Donc , en réunissant la valeur précédente àe y aux solutions fournies 
par les q facteurs inégaux de l'équation (Q) , lesquelles renferment 
chacune une constante arbitraire , nous aurons enfin pour intégrale 
complette de la proposée (P) 

y=(„'+„"xH-^"'*-+...+<.<'V-)-«"'+'''^"-'"°"*'"'+-+°"'""''""'*' 



J'ai l'honneur ^ etc. 



le 37 juin i8i3. 



ANALISE. 

Doutes et réflexions , sur la méthode proposée par- 
Al, Wrosski , pour la résolution générale des équa- 
tions algébriques de tous les degrés ; 

Far M. Geagokke. 



Uevx mémoires , sur la résolution générale des ^nations, Tiennent 
de paraître successirement , dans l'intervalle de quelques, mois. 
M. Coytier qui, peu 'avant, avait déjà publié quelques observations 
sur les équations algébriques (*) , est l'auteur du premier de ces 

(*J Brochure in-4.* de 16 pages , ches Eberhart, rue du foIn-6t-Jsafue«, 
n.* lA , i Pari*. 
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<leux mémoires (*) , dont j'aurais , très-volontiers , rendu comple 
dans ce recueil , si l'auteur avait exposé ses idées d'une manière 
plus précise, et qui prêtât moins k l'arbitraire. M. Wronskï , déjà 
connu par un ouvrage 1res - remarquable ("*) , est l'auteur du 
second (*'")■ Ce dernier mémoire renferme proprement une méthode; 
et' cette méthode, dont l'auteur promet de développer les principes 
dans un ouvrage plus étendu, s'y trouve exposée avec autant de 
netteté que de concision. M. Vronskï admet en principe que f^ , p , , 
* ,...f désignant les m racines m""* de l'unité, et m étant le 
degré d'une équation en jr , privée de son second term« , les racines 
^1 ) ^i) *'i»***-^m ^'^ ^^■^^'^ équation peuvent toujours Ctre mises 
sous cette forme 



*,=,,i:^I7-^-^^''iï+^^M7+■■■■•^-^"'v^ÛI7, 



(A) 



Et ) it t £i f'îm.i étant des quantités à déterminer, que M. "Wronski 
appelle les par/tes constituantes des racines , et qu'il suppose devoir 
être , dans tous les cas , les racines d'une même équation du 
(m — i)"" degré , qu'il appelle la réduite , parce qu'en effet c'est à la 
résolution de celle-ci que doit se réduire celle de la proposée. 



t*) Brochure 
<") Vojez k a.' 
("•) Brochure in- 
1.* i3, à Pvis. 



4.» de i6 pagej et deux tableaux, cheE le même libraire. 
■ volume de ce recueil , page 65. 

de i6 pa^) , chea Klosiermann fils, rue du Jardinet, 
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II n'est donc question que de former celte rc^duile , et voici ; 
pour cela, comment l'auteur procède. H pose, sans les démontrer,' 
m équations, qu'il ^^■çtWe fondamentales , entre deux classes distinctes 
de fonctions des racines de la proposée. Les fonctions de la première 
classe, au nombre de m""'' , sont celles que M. "Wronski a désignées 
par la caractéristique hébraïque Aleph , dans sa Philosophie des 
mathématiques ; ce sont les développemens des m"*' ' premières puis- 
sances de la somme des racines de la proposée , dont les termes 
seraient privés de leurs coefilciens numériques. X^es fonctions de la 
seconde classe, au nombre de m'"'* seulement, que l'auteur désigne 
par le symbole O, , et sur lesquelles je reviendra! tout à l'heure , sont 
telles qu'en y substituant pour x, , jr, , 3?, ,..,.x^ leurs valeurs 
hypothétiques , données par les formules (A) , elles deviennent des 
fonctions rationnelles et symétriques des élémens {, , {, , E, , ••■£»!' 1 î 
et comme, d'un autm-cdté , les fonctions Aleph sont réductibles en 
fonctions des coeiBciens de la proposée , soit immédiatement , par 
les principes connus, soit, plus commodément , 'k l'aide d'une lot 
de dérivation que M. "Wronski indique , il en résulte que les équations 
fondamentales peuvent être amenées à ne plus renfermer que les 
«oefBciens de la proposée , combinés symétriquement avec les élé- 
mens f, , t., !,,....£,„. 

Ces équations , ainsi transformées , se trouvant en nombre supérieur 
d'une unité à celui des élémens qu'elles contiennent; l'auteur prescrit 
d'en éliminer tous ces élémens, excepté un quelconque, qu'il désigne 
simplement par {, et pour la détermination duquel il obtient conséquem- 
ment deux équations , dont les degrés , en supposant que l'on procède 
à l'élimination de la manière la plus- simple^ paraissent devoir être 
1.2.3. ...(m — 1). pour l'une, et i.2.3....(m — d)m pour l'autre. 
M. Wronski affirme que les premiers membres de ces deux équatiops 
auront un commun diviseur qui sera du (m — 1)"" degré seulement, 
et qui , égalé à zéro , sera la réduite cherchée. 

Ce procédé réussit complctlement pour le troisième degré; maïs 
je n'ai pas eu , je l'avoue , le courage d'en terminer l'application 
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au quatrième, où l'on est obligé de calculer 16 fonctions O et 6^ 
fonctions Aleph. U n'y a mùme guère d'apparence que personne 
songe à l'étendre au cinquième degré , pour lequel les Cl doivent 
être au nombre de laS et les Aleph au nombre de 625; et où U 
faut finalement chercher le plus grand commun diviseur entre deux 
polynômes , l'un du a^"" s* l'autre du 3o"* degrés. 

Quant aux fonctions désignées par le symbole €i ; sans expliquer 
ici en détait la loi de leur formation y ce qui ne se pourrait sans 
donner à cet article plus d'étendue que le mémoire de M. AVronski 
n'en a lui-même, je me bornerai à dire qu'elles sont formées , d'une 
BianîÈre régulière , avec les sommes de puissances des degrés ai , 
2/n f 3m ;...., fli'''~*.ni des valeurs hypothétiques des racines de la 
proposée , exprimées par les formules (A) ; en supposant qu'après 
avoir développé ces sommes de puissances, on supprime dans leurs 
développcmcns tqjus les termes irrationnels, C«lte précaution est au 
surplus inutile , pour le troisième degré , où les termes radicaux 
s'évanouissent d'eux-mêmes par lus propriétés des racines de l'unité ; 
mais il n'en est plus ainsi pour les degrés plus élevés. Si donc M. 
Wronski n'avait déjà donné des preuves de son profond savoir, oa 
serait tenté de craindre qu'il ne se fût laissé égarer ici par l'analogie > 
et qu'il n'ait cru trop légèrement que , les termes affectés de radicaux 
disparaissant d'eux-mêmes dans le troisième degré , ils devaient 
«gaiement disparaître dans les degrés plus élevés, 

M. Wronski croit être le premier i n'avoir pas fait subir de 
niodiBcations 6 ses méthodes , pour les appliquer au 4'*"* degré ; 
mais il me semble qu'en cela il se trompe. La fornie qu'il assigne 
aux racines, dans tous les degrés, est, en efTet, exactement celle 
que Bczout leur avait assignées avant lui (*) , avec cette seuls 
diiFérence qu'au lieu des quantités (, , £, , £, .••••Em.i » ce sont les 
quantités ^i, , (/'(, , ^|, ,-*-.v'fm., que Rezoul cherche à déter- 

(•) VojfM le volume d'algèbre de ion Court , A l'i-iage de la marine. Vojei 
aiUM lea Mimoirtt de facedémit de* sciences de Paris , pour 176a et 1765. 
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miner. Cela doit , à la vérité, élever un peu plus le degré des diverses 
' équations ; mais en posant 

on rendra tous les calculs de Bezout immëdia tenant applicables aux 
formules de M. "W'ronski. 

Ce rapproclierrientenlre les deux méthodes semblerait nous auloriser 
& douter du succès de la dernière , même dès le 4-'"' degré. Il 
parait, en effet, résulter de l'analise de Bezout que , dans ce cas 
particulier {, , (, , {, ne sauraient élre , comme l'annonce M. 
W'ronski , les radiées d'une même fîquation du 3.""* degré ; 
mais que , tandis que j, est donné , à part , par une équation 
du 3.*"° degré, {, et £, se trouvent donnés simultanément, par 
une équation du 6.™*. 11 pourrait se faire , au surplus , que U 
méthode de M. "Wronski , exacte seulement lorsque m est un nom- 
bre premier , dût être modifiée dans le cas contraire. 

M. Wronski observe , en terminant son mémoire , que , dans la 
question qui vient de l'occuper, le point capital est ta connaissance 
de la forme que les racines' dowênt affecter. Il est très-vrai , en 
ellèt , que si , pour tous les degrés , les racines devaient avoir la 
forme que l'auteur leur 'assigne , et si sur-tout les quantités (, ^ 
il > E|>"-<U.i devaient être , comme II le prétend , les racines 
d'une même équation du (m — i)™* degré ; le problème de la r^olutioh 
générale des équations algébriques pourrait , par cela seul , être regardé 
comme complètement résolu. On va même voir "que , dans cette 
hypothèse , on pourrait , pour chaque degré , parvenir à la réduite 
par une méthode qui , en même temps qu'elle serait incomparable- 
ment plus c&urle que celle qu'indique M. Wronski , aurait eu outre 
l'avantage de porter avec elle sa démonstration; 
' Soit , en effet , n un nombre entier quelconque , moindre qu^ 
m Soient multipliées respectivement les équations (A) par f", f"\ 
^tf'-'f^' £q prenant la somme des produits, et se rappelant que 
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,r'+r.*'+rr'+ +i*'=o ; 






. + ,„ =m , 



d'où 

faisant successivement, dans ce dernier résultat, n^m-^i y m~-a 
th — 3 ,....Sf I , il viendra 



(B) 



Avec ces valeurs il sera facile de former, en fonction de x^ , x, , 
Xf ,....*„, les divers coefficiens de la réduite; et, si les asser- 
tions de M. ^y^onski sont exactes, ces coefficiens devront , après 
le développement et les réductions résultant des propriétés lies racines 
m.™' de l'unité, se réduire k de simples fonctions symétriques de 
s, f Xt t X, ,....s„ , exprimables consëquemment par des fonctions 
rationnelles des coefHciens de la propt^ée. 

"^ Quelque 
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Quelque simple -que soit cette niëthocle , comparée l, celle dc4VI. 

,'Wronski , elle est susceptible encore de quelques pcrfeciionnemens 

qu'il convient de ne pas négliger. En premier lieu , en afiTectaht 

}ès seconds membres des équations (A) du dénominateur ^omnHin 

m, ce qui est permis» tant que les élémens £, , {,, f, im~ii 

ne sont pas encore déterminée , on parvient évidemment à délivrer 

les valeurs de ces éliîmens du coefficient —5 qui les affectent toutes. 

En second lieu , soit désignée simplement par t une racine m"" 
de l'unité qui ne soit pas, en même temps, racine de l'unité, d'un 
degré inférieur à m , ainsi qu'il pourrait arriver si , f étant pris au 
hasard , m n'était pas un nombre premier. On pourra remplacer 
fi t ft } ti >'-"Fm p^T f,r*, ^,....^'"ou I . Il n'entrera donc , dans 
les calculs, qu'une seule racine de l'unité ; et l'on n'aura besoin-, 
pour opérer les réductions > que d'avoir égard aux seules équation» 
r~i et i+H-f'+f*H-'. "+'""' =o- 

Ainsi , en posant ,. pour les valeurs hypothétiques des racines. 



"-=•^1 v^«.+ v^î.H- ?■«.+ + 



l/S. 



(A'J- 



on aura 

■ i, ={,";-i,-(-,«"'-'i.i.+^>t— ".»,+.. ..+x„!"' 

. «. =îr.""-*.+/""-"i+>'""""T,rt-.-.- +*.!" 

tm.,={t s.+t' .J.'+V'' i,-4-....4.»«r 
Tum. Jll. s 
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sur qiioî il faut remarijucr qu'en vertu de l'équation ;"' = i , on pourra 
BubstUuer aux. exposans de t supérieurs à nt— i le reste ào leur 
divisioy par m. 

6î Vou veut appliquer cette méthode à l'équattoa du troisième d«gi^, 
sans second terme, j:'-4-/»jr-4-y = o , 

on posera *i = 7(^V^*i4-?*V*''iiî » 

îl viendra ainsi d =(''^i+^ ■'t~t-'=*"i)* > 

d'ob on conclura , en développant , et faisant usage de l'éaustioD 
1 +'+'' = « . 

(,t,= {(*;+*;+*;)— (jr,jr,-hx,T,-i-jr,a:;)}' • ' . ^^ 

remplaçant les fonctions symétriques des racines de la pipoposée par 
les fonctions équivalentes des coeificiens ptt.^,il viendra •■ ' 

la réduite cherchée sera donc 

■ r+27y{— â7;>'=o. ■ 
Maintenant donc que M, ■Wronskî a entre, les' mains an moyen 
beaucoup plus court, et peut-être plus direct que le sien., pour 
former ses diverses réduites , c'est ^ . lui de voir si , . en effet ^ ses 
principes se vérifient au delà du troisième degré. Il ne s'agit ici , 
j'en conviens , que à'urflrofaii purement mécanique; mz\s et travail 
est néanmoins nécessaire pour légitimer à nos yeux lès méthodes 
de' M. Wronski. , jusqu'à ce qu'il nous ait clairement développé les 
priuclpes sur lesquel il les a fondées. 

.,1. .. \. 
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' J'apprends, à l'instant, que le même géomètre Tient de publier 
le Prospectas d'une RÉFUTATION dp la Théorie. des fonctions 
analitiqucs de M. LagbaN6E. J'ignore ce que p'cut signifier le mot 
réfutation i dans la langue de M. Wroiiski , laquelle, comme l'on 
sait , n'est pas celle de tout le monde. Mais , suivant l'acception 
commune , pour qu'un ouvrage soit susceptible d'être réfuté , îl faut 
non seulement que cet ouvrage renferme des erreurs, mais que, de 
plus , ces erreurs y soient prédominantes , et qu'elles en constituent , 
pour ainsi dire, l'essence et le fondement; or, je ne sacbepasque 
rien de pareil existe dans le livre des Fonctions. Que M. "Wronski ■ 
consacre un ouvrage à défendre^la métbode de Leibnitz contre celle 
de M. Lagrange, À lui permis, sansdoute. Il pourra même trouver 
beaucoup de gens de son parti , aujourd'hui sur-tout , où l'on aime 
tant à rétrograder en toutes cboses. Mais un tel ouvrage ne serJ 
point proprement une réfutation du livre des Fondions. Son illustre* 
et modeste auteur a moins chercbé , en effet , dans ce livre , ï faire 
prévaloir ses idéev qu'à montrer simplement qu'à la métaphysique 
obscure , et souvent trompeuse , Sur laquelle on avait établi jusqu'ici 
le calcul différentiel , il était possible de substitrcr des idées très- 
exactes et très-lumineuses , et j'ai peine à croire que l'ou puisse 
jamai* parvenir k nous prouvor qu'il n'y a pa& complètement réussi. ^ 



QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solutions du problème de probahîîilé proposé à la. 
page 324 du second volume c?e5 Annales ; 

tar MM. Tédenat , correspondant de la pi^einière classeWe 
l'Institut , recteur de l'académie de Nismes ; D. Enc'qStre , 
professeur, doyen de la faculté des sciences de l'acadciiiie 
de Montpellier; Lhciuer, prcrfesseur de mathématiques 
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h racadcmie impériale de Genève ; Le Grand etRocHAT , 
professeurs de mathématiques à Saint-Brieux. 

xi/ NONCE. Une loterie étant composée île m numéros i , 2 , 3 , . . . m , 
àorU il en sort n à chaque tirage ; quelle est la probabilité que , 
parmi les n numéros d'un même tirage , il ne se trouvera pas deux 
nombres consécutifs de la suite naturelle ? 

Je vais rendre un compte sommaîre des diverses solutions qui ont 
^u^ données de ce problème , en iosistanl principalement sur les 
dliTërcnces essentielles qu'elles pourront offrir. 

Je commencerai par la démonstration d'un principe sur lequel 
reposent toutes ces solutions. Ce prmcipe est généralement connu ; 
jnais , la démonstration qu'en ont fourni MM. Le Grand et Rochat 
étant très-courte , on me pardonnera de la rapporter ici. 
Soient 

5,= 1+3+3 +....+ . m , , 

5.= 1.» +3.3 +3.4+....+ m{m+i) . , 
5, = 1 .3.3+3.3.4+3.4-5+ .... +m(in+i)(m+2) , 

5,— i.a3...p+334...t/»+i>+3.4-5-(p+aî+"+'"('"+»)('"+2)-"<'"+f— '>* 
ILs'agit de prouver qu'on doU avoir 
5, = ; m(m+i) , 
5.= 7 m{m-hi)im'-^2) , 
S,= i m(m+iX'n+=)>+3) ; 
5;,=-^m(m+i)(m+2)(m+3) (m-i-p—iXm-k-p). 

n^ur y parvenir, supposons que cette loi se soit vérîlîée pour lei" 

/a 1 premiers termes de la dernière suite , de manière qu'on ait 

i.3.3..^+a-3.4-{/'+0+34-5...(p+3)++Cm-i)Cm)tm+O...Cm4.;.-2) 
=— ^ im—iKmKm+t)..,.im+p—iX'n+p—t') ; 
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Sf^ -i- cm— i)Cm)C'n+i).-C'n-H'— a)Cm+p-0+mcm+i)(m+ay...Cm+p— I) ^ 
PT* ■ 

OU 5f = -— ni(/n+iXm+2)-*C'n+/' — ï)C'"+7')- 

11 est donc prouvé par U que cette formule serait vraie pour les 
m premiers termes de la suite , si elle était vraie pour ses m — i 
premiers termes ; or , il est aisé da se convaincre qu'elle est vraia 
pour les deux premiers; car on a 

i.:>.3....p+2.î.4--r+' = ^-3i-fb+(p+>)i 

ainsi l'expression de Sp est exacte » et H en doit être de m£me de 
celles, de 5, , 5, , 5, , . . .. qui n'en sont que des cas particuliers, 
11 résulte aussi de là qu'on doit avoir 

m^4 M^S m^^ m— 5 m— 6 m— 7 , , , m— 3 ?i»— 4 w— 5 m— 6 

. •~T~'^ • "^ +...+10+4+»= •" ■-^•—7— : 

lad J33 iiTi iai4 



Je passe présentement \ la question proposée. Comme il est connu 
que , lorsqu'un événement dépend de quelques chances , comprise» 
panni plusieurs autres , toutes également possibles, la probabilité de 
cet événement est exprimée par une fraction dont le numérateur est 
le nombre des chances de l'arrivée desquelles cet événement dépend , 
et dont le dénominateur est le nombre total des chances ; et comme , 
d'un autre côté , on sait de combien de manières n numéros peu- 
vent £tre choisis «ntrc m; on voit que la question se réduit k déterminer 
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do combien de manières les m nombres i.2.3....m peuvent être 
pris n \ n sans que , dans aucune combinaison , il se trouve deuv 
ou un plus grand nombre de numdros consécutifs. 

Oo peut chercher directement k nombre des combinaisons de cette 
sorte; ou bien on peut, au contraire , chercher le nombre de celles 
qui renferment des numéros consécutifs; puisque ce dernier nombre» 
retranché du nombre total des combinaisons /i à r , donnera pour 
reste le nombre des combinaisons ddnt il est question dans l'énoncé 
-du problème. C'est ce dernier parti qu'a pris M. Lhuilîer. Pour 
abréger le discours , il appelle Amhe successif l'assemblage de deux 
numéros se succédant consécutivement dans la suite des nombres 
naturels ; soit que ces numéros soient seuls , soit qu'ils fassent partie 
d'une combinaison d'un plus grand nombl^ de nuinéros. Cette défi- 
nition posée , M. Lhuîlier parvient ^ la formule générale par la< 
considération des cas particuliers , en procédant \ peu près comm6 
il suit. 

i.'^Dans le cas de /i=:i, le nombre des tirages qui donnent de» 

ambes successifs est évidemment ,0= : . 

t I 

s." Dans le cas de /) = 2 , le nombre des tirages qui donnent des 
•mbes sueceMÎfs est évidemment 

m— I m m^i m^i m^a 
t l'a l'a' 

3." Dans le cas de r — 3; «! 1 et 3 font tous deux parties d'un 
tirage , 'on pourri leur adjoindre l'un quelconque des m— 3 numéros 
restans ; si , au contraire , i doit faire partie d'un tirage , sans que 2 
doive s'y trouver, il faudra lui adjoindre toutes les combinaisons deux 
à deux des m— 2 numà'os restans qui peuvent fournir des amtus 
consécutifs . et dont le nombre est , par ce qui précède , m — 3. 
. Ainsi le'nombre des tirages ayant t pourMeur plus petit numéro, 
et présentant des ambes successifs , sera (ot— 3)-t-(m — 3); pareille- 
ment le nombre de ceux d'entre eux qui auront 2 pour leur plus: 
petit numéro, sera (m — 3)+(/n— 4); lejiombre de ceux qui aurmit 3 
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pour leur plus petit nnmëro , sera (m — ^)^{rn — 5) , et ainsi de suite. 

On voit , d'après cela , que le nombre total des tirages de trois 
numéros préseinant des ambçs successifs , sera 
\ Cm-î)+.(m— 3) }+{ (m— 3)+(m— 4) î + ïcn— 4)+Cfî— 5> } +....+ { i+o } 
— { (;„— 3)+(m_3)+(m— 4)+...H-i } + { (m— 3)+(m-4)+Cm-5)+....+ 1 \ 
jn—i m— a w^a m— 3 __ m m— i m— a m— a m— 3 m— 4 

l'a. I a i ± 3 I a 3* 

4.^ Dans le cas de n = 4 ; i et 2 devant faire à la fois partie 

,. . , , , »i— a m — 3 

d'un ' même tirage , on pourra leur adjoindre coacunc dca —^-^ • 

combinaisons deux ^ deux fournies par les m — 2 numéros restans. 

Si au contraire i doit faire partie d'un tirage , sans que 2. doive s'y 

trouver ; il faudra adjoindre à ce numéro i toutes celles dea com^ 

binaisons trois à Ir^Is des m — 2. numéros restans qui présenteront 

des ambes successifs et dont le nombre est, par ce qui précède, 

m-3 m— 4 . "»— 4 m— 5 

I a I a ' 

. Ainsi le nombre des tirages de quatre numéros qui , présentant des 

ambes successifs , auront i pour leur plus petit numéro , peta 

m — 2 m—Z . m— S m— 4 . m— 4 m— 5 • • « ■ ^^ 1 

-4 • — — H . ; le nombre des tiraees de 

I a t a I 3 

cette sorte qui auront 2 pour leur plus petit numéro» devra donc être, 

p,_3 m— 4 m— 4 m— 5 m— 5 m— 6 , , , . . 

■■^— . -4 ._— . j . . le nombre de ceux qui auront' 

1 a ' I a ' I a ' ^ 

3 pour leur plus petit numéro, fiera semblablemenl + 

»fr— 5 m— 6 ni— ^ m— 7 ... -> ' 

— — " -1 , et aina de .suite. 

On voit, d'après, cela, que le nombre total des tfe-ages de quatre' 
numéros présentant des ambes successifs, sera 

-,' (m— 3 m— 4 m— 4 m— ^ ' w— 5 m — 61 
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s . m— 5 m — 6 , m— 6 m — 7I 



+ î 6 + 3 -(- I î 

+ ! 3 + I + o ) 

+! I + o + o } 

—3 Trt^S m^3 m— 4 m— 4 m— 5 



3 . m^3 m— 4 . m— 4 m— 5 , „ , „ ) 

I a I a J 

(M— 3 m— 4 . m— 4 m— 5 , m— 5 m— 6 „ ^ ) 

+ J—. — +— . — + — .— +....+C+-3+,| 

îzf .■r:!+!i=5.=5+— ^fr:z+....+6+3+, | 

( 1 a I a la ) 

__ m^i ffi^a ra^-3 m— a m— 3 m— 4 , m— 3 m— 4 m^5 

~~ "^ I "3 ' r ' "^ r "^ ~i ^ 3~ 

m m— r m^a /n^3 m^-3 w»'— 4 w— 5 m— 6 
~ T ■ a " ~ï~ ' 4 i~ ' a 'a 4 * 

M. Lhuîlîer appiî<]ue encore ce raisonnement au cas où n^5 et, 
i raison de la marche uniforme du procédé . il est conduit k con- 
sidérer le nombre des tirages de n naméros qui présentent des ambes 
consécutifs comme étant la différence enire le (m — o+i)"* et le 
(m— 2B-J-2)"" nombres ligures du «•"' ordre. Or , comme le premier 
de ces deux nombres figurés exprime le nombre total des tirages 
de H numéros , il en résulte que le dernier représente le nombre d« 
ceux d'entre eux qui n'ont poiut d'amKcs successifs. 

M. Lhuilicr obsMTe', au surplus , que l'on pourrait i'assurer d'une 
manière rigoureuse de l'exactitude de ce résulut, par le raisonne- 
ment connu qui consiste à prouver'que. si ce résultat est exact , 
pour des tirages de n— i numéros , il doit l'être aussi pour de» 
tirages de n numéros. 

MM. Tédenat , Encontre , le Grand et- Bocbat ont au contraire 
cherché & calculer directement le nombre des chances favorables. 
Pour parvenir i leur but , ils , supposent qu'on a fait des chances 
de cette sorte divers groupes , en plaçant dans le premier groupe 

toutes 
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toutes celles dont le plus petit numéro est t , dans le second toutes 
celles dont le plus petit numéro est 2 , dans le troisième toutes 
celles dont le plus petit numéro est 3 , et ainsi de suite. Les choses 
•insi entendues , voici comment ils procèdent. 

i.° Il est d'abord évident que , s^l ne doit sortir qu'un seul 
numër» à chaque tirage y le nombre des chances favorables sera 
le nombre total des chances , c'eat-à-dire , m ou — . 

2,** S'il doit sortir deux numéros \ chaque tirage , celles des 
chaifpes fayorables dont le plus petit numéro sera i , 'ne pourront 
Ctre complétées que par quelqu'un des m — 2 numéros 3 , 4 > 5 , ... m ; 
le nombre de ces chances sera donc m — 3. 

Celles des chances favorables dont le plus petit numéro sera 2 , 
ne pourront être complétées que par quelqu'un des m — 3 numéros 
4 > 5 , 6 , .... f» ; le nombre de ces chances sera donc m — 3. 

Celles des chances favorables dont le plus petit numéro sera 3, 
ne pourront être complétées que par quelqu'un des m — 4 uuniéros 
^ > 6» 7,. ...m; le nombre de ces chances sera donc m — 4- 

£t ainsi de suite , jusqu'à la chance favorable dont le plus petit 
numéro sera m — 2 , laquelle sera unique : attendu qu'elle ne pourra 
(tre complétée que par le seul numéro 01. 

Ainsi , dans le cas de n=2 , le nombre total des chances faro- 
rahles sera 

(;n-3)+('«-3>+.'(fl«-4)4- . : . . +2+1 = :::rî . îi=î î 

c'est-i-dîre , le (bï— 2)™* nombre triangulaire. 

3." S'il doit sortir trois numéros à chaque tirage ^ celles des 
chances favorables dont le plus petit numéro sera i ^ ne pourront 
itre complétées que par celles des combinaisons deux à deux des 
m-i— 2 numéros 3 , 4 * 5 , .... m qui ne présentent point de nom- 
bres consécutifs , et dont le nombre est , par ce qut précède , 
(m— a>— a (m— 3)^1 1»— 4 »»— 3 

1 a , . I a ' 

Tom, UL 9 
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Celles des cbaDCés favorables dont le plus petit numéro sera 2 » 
ne pourront étce complétées que par celles des combinaisons deux 
à deux des m — 3 numéros 4 > ^* G ,....m qui ne présentent point 
de nombres consécutifs » et dont le nombre est , par ce qui précède , 

(m— 3)— a (m— 3)— I m— 5 m— i 

__ . ou . 

I a la 

Celles des chances favorables dont le plus petit numéro sera 3 . 
ne pourront être complétées que par celles des combinaisons deux 
à deux des /n— 4 numéros 5, 6, 7, ....m qui ne présentent point 
de nombres consécutifs , ei dont le nombre est , par ée qui précède , 

(m— 4) — a (m— 4) — » w — 6 m — 5 



Et ainsi de suite , jusqu'il la chance favorable dont le plus peti< 
numéro sera m — 4 > la<{uelle sera unique : attendu qu'elle ne pourri 
£tre complétée que par les deux seuls numéros m — 3 et m. 

Ainsi , dans le cas de /i=3 , le nombre total des chances 
favCH^bles est 

m— 4 m—Z m— 5 m^j ^ wi— ^ m— .5 _i_a_i_ '«-"i m^3 m*^a ^ 

l'a i*a l'a '*" i 3 ' î 

fc'est-i-dire , le (m— 4)°" nombre pyramidal. 

4-" S'il doit sortir quatre numéros à chaque tirage ; celles des 
chances favorables dont le plus petit" numéro sera i , ne pourront 
être complétées que par celles des combinaisons trois à trois des 
m — 3 numéros 3 , 4 , 5,.... m qui né présentent point de nom- 
bres consécutifs , et dont le nombre est , par ce qui précède , 

(m— a)— 4 C»i-^a)— 3 (»i"-a)— a m-;— 6 w^S m— 4 

— i- • - ^ **" I a ' 3 ' 

Celles des chances faTorables dont le plus petit numéro sera 2 , 
ne pourront être complétées que par celles des combinaisons trois 
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i irois des m— 3 numéros 4» 5* 6,.... m qui ne présentent point 
de nombres consécutifs , et dont le nombre est , par ce qui précède ; 

(m— 3)— vi On— 3)— 3 [m— 3)— a m— y m -— 6 m— 5 

^ ' a * 3 1 ' a ' 3 ' 

Celles des chances favorables dont le plus pelil numéro sera 3, 
ne pourront £tre complétées que par celles des combinaisons trois 
à trois des m— 4 numéros 5 , 6 , 7 ,. -.m qui ne présentent point 
de nombres consécutifs , et dottt le nombre est, par ce qui précède, . 

(M— jl— 4. (m^4)— 3 (m— 4)— a m— 8 ^>-^ m— 6 

*■"; * a • 3 °" I ■ a ■ 3 • 

Et ain^ de suite, jusqu'à la chance favorable ayant m — 6 pour 
son plus petitnumëro , laquelle sera unique; attendu qu'elle ne pourra 
être complétée que par les trois seuls nuntéros m— 4 > m — 3, m. 

Ainsi , dans le cas de n — 4t te nombre total des chances ftvo^ 
lables est 

mS m— S m— 4 tu— 7 wi— 6 »i— 5 ni— 8 m— 7 m— fi 

«1--^ m— 5 m— 4 m— 3 
= __„.-_-.__._. 

c'est-i-tEre , le (m— S)"** nombre figuré du 4** ordre. 

. la marche parfaitement uniforme de ce procédé conduit i con- 
clure y sans qu'il soit oéeessaîre de pousser l'induction plus avant , 
qu'en général, n désignant le nomlM'e des numéros qui sortant 4. 
chaque tirage , le nombre des tirages dliFéreos qui ne présentent 
point de numéros consécutifs , est le (m— an+a)*** nombre figuré 
du a™' ordre ; c'est-à-dire , 

m— a«+a m— an«f3 m— a(t+4 jb— n+r 

—; :t ■ :^--r • j — ;; • 

ce qu'il serùt d'ailleurs facile d'établir pK un taîs«Bnement rîgoureox. 
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Si pr^entementon coosidère que le nombre total des tirages posnlJes 
de n numéros parmi m est 



I a 3 n 

on en conclura que la probabilité demandée par l'énoncé de la question est 



M. Encontre remarque que , st l'on avait ^^rd à l'ordre de sortie 
des numéros , dans chaque tirage , le nombre des tirages dans lesquels 
il ne se troUTeralt pas deux numéros voisins dans la suite des nom- 
bres naturels , serait simplement 

(m— 2B+3)(m— 3/i-|-3)(m^2n+4). . -.(m — «H-i) « 

et c^tome alors le nombre totel des tirages possibles serait 

m . (m—i) . (m^i) . . .. («ï— »-|-i) ; 

il s'ensuit que la probabilité cherchée serait encore la mtoie que 
dans le premier cas, 

M. Tédenat observe que, lorsque n=f(flï+i), le nombre des 
tirages sans numéros consécutifs se réduit à l'unité , et qu'il devient 
nul, si l'on a n>7(m-f-i). 

On peut encore parvenir au but par une autre méthode qui peut 
paraître un peu moins simple que les précédentes , mais qui a sur 
elles l'avantage de résoudre , outre la question proposée , une autre 
question non moins intéressante , et qui a avec elle une très-grand*. 
analogie. Je vais l'exposer brièvement. 

Pour être plus court et plus clair , j'adopterai les dénominations 
suivantes : 

J'appellerai Combinaison totalement continue, toute combinaison 
dont les numéros, du plus petit au plus grand, se trouveront être 
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des nombres consâ^otifs de la suite naturelle. J'appellerai Comhinaîsoa 
totalement discontinue , toute combinaison dans laquelle il sera 
impossible de rencontrer deux nombres consécutifs de la même suite. 
Quant aux combinaisons formées eu partie de nombres consëculïfs 
et en partie, de nombres non consécutifs , elles pourront être indif- 
féremment appelées Combinaisons partiellement continues ou Com-* 
hinaisons partiellement discontinues. 

J'observe présentement que cbacune de ces dÎTerses sortes de 
combinaisons peut être considérée sous deux points de vue très- 
distincts. On peut supposer tous les numéros & combiner disposés 
les uns & câté des autres , du premier au dernier , suivant l'ordre 
de leur grandeur > sur une ligne droite , sur une branche de courbe 
ou sur une portion de polygone ; ou bien on peut les supposer 
rangés, suivant le même ordre, soit sur la circonférence d'un cercle, 
soit sur toute autre courbe fermée , soit entin sur le périmètre d'un 
polygone; et les deux numéros extrêmes qui, dans le premier cas, 
ne seront point consécutifs, demmt être réputés tels dans le second. 
Xappellerai Combinaisons rectiiignes les combinaisons faites avec 
les numéros disposés de la première de ces deux manières , et 
Combinaisons circulaires celles qui seront faites avec les numéros 
rangés conformément à la seconde hypothèse. Les unes et les autres . 
pourront (tra d'ailleurs totalement ou partiellement continues ou 
discontinues. 

11 est d'abord clair que m numéros ', pris n 3i n , doivent fournir 
m combinaisons circulaires et m — n-\-i combinaisons rectiiignes 
totalement continues; mais 'le nombre de leurs ■ combinaisons , soit 
rectiiignes soit circulaires, totalement discontinues, n'est point aussi 
facile à déterminer. 

La question ofi l'on propose de déterminer combien m numéros, 
pris R ^ n, peuvent fournir de combinaisons circulaires totalement 
discon^nues , revient à celle-ci ; Un polygone de m talés étant 
donné , combien peut-on construire de polygones de n côtés dont 
tous les sommets soient dos sommets du polygone donné sans qu'au- 
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âtn de leurs celés soit côté de ce polygone ? Sur quoi il faut 
remarquer qu'Ici toute diagonale isolée doit être considérée comme un 
polygone de deux côtés dont les côtés se confondent ; et que tout 
sommet' doit être considéré comme un polygone d'un seul côté. 

La question où l'on propose de déterminer coihbien m numëroa y 
pris n k n t peuvent fournir de combinaisons rcctilignes , totalement 
discontinues , revient i celle-ci : Une portion de polygone de m 
sommets, ou de m — i côtés, étant donnée ; combien peut-on cons- 
truire de portions de polygones de n sommets , ou de n — i côtés , 
dont les sommets soient tous des sommets de la portion de polygone 
donnée , sans qu'aucun de leurs côtés ioient côtés de cette portion 
de polygone ? C'est proprement là la question qui a été proposée. 

Je vais mener de front ces deux questions ; mais je dob ob errer 
auparavant que , comme ici la disposition respective des numéros , 
dans cbaque combinaison , n'est de nulle considération ; on peut 
snpposcr qu'ils sont rangés , dans toutes, par ordre de grandeur 
et qu'ainsi les polygones et portions de polygone cfont il s'agit 
d'assigner le nombre, doivent être convexes, si les polygones ou portions 
de polygones donnés sont supposés tels. 

I.* Il est d'abord évident que le nombre des extraits , soU circu- 
laires soit rectilignes , totalement disconlious » a'est^autre que le 

nombre total des extraits, c'est-à-dire, — . 

3." L'adoption d'un numéfo quelconque , pour faire partie d'un 
ambe circulaire totalement discontinu , donnant l'exclusion i ses 
deux Voisins , à droite et à gauche , on ne pourra lui adjoindre que 
les extraits rectiligne&, totalement discontinus, que pourront fournir 
les m — 3 numéros restans , et dont le nombre est p^r ce qui précède , 

. Si l'on en fait de même successivement , pour chacun Jes m 

numéros , le nombre des ambes qu'on aura forra^ sera m. : niais , 

chaque ambe se trouvant ùosi répété deux ibis , U s'ensuit- que te > 
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i^oinbre dea ambes circulaires , toulcmeat discontintu que m numéros, 

peuvent fournir >e£t seulement 



Pour passer de 1& aux ambes rectUîgnes , on remarquera que le 
seul de ces ambes qui ait été exclu du nombre de ceux qui viennent 
d'être formiis y est celui qui résulte de l'assemblage de» deux nwnéro»- 
extrémes. Ainsi , le nombre des anibes rcctilîgnes , totalement dis- 
continus , que m numéros peuvent fournir est 



3.* L'adoption d'un numéro quelconque , pour faire partie d^on 
terne circulaire , totalement discontinu , donfiatll l'exclusion à sts 
deux voisins , Jl droite ' et îi gauche ; on ne pourra lui adjoindre 
^ue les ambes rectilignes , totalement discontinus, que pourront four- 
nir Iw zn— 3' num^os restans , et dont le nombre est ^ p«r ce qui 

, , , (m— 3)i-i {m— 3)— a m— 4 «—5 .. „ r ■. j 

précède . — . ■ ou — — . . 01 1 on en fait de 

*^ I a I a 

même successivement , pour chacun des m numéros , le nombre 
des ternes qu'on aura formés sera m. ; mais, chaque terne 

se trouvant ainsi évidemment répété trois fols « il s'ensuit que te 
nombre des ternes circulaires , totalement discontinus, que m numéros 
ireoTént fournir est seulement 

m m— 4 m— 5 ■ ' 

' o I ' a * ' 

Pour passer de .là aux ternes rectilignes » il faudra joindre ^ ce ^ 
résultat le nombre des ternes circulaires dont les numéros extrêmes 
font partie , sans renfermer d'autres numéros consécutifs , et dont 
fe second et le pénuttièmè se trouvent copséquémment ex(dus; or,' 
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ee nombre de. ternes est érîdemnient ëgal au nombre des extraits 

rectiligaes , totalement discontinus que peuvent fournir les m— 4 

numéros restans , c'est-ik-dire , par ce qui précède, .Ainsi, le 

nombre des ternes rectîlignes , totalement discontinus , que m oumëros 
peuvent fournir est 

7» m — 4 m— 5 , m—ri _ m»— 5m-f6 m-~4 »> — a m— 3 m— 4 

T * ~î~ ' "^"^ ~r~ ~ r^ * '3~~*7~ * ~T~ ' 3 ' 

4>* L'adoption d'un numéro quelconque , pour faire partie d'un 
quateme circulaire, totalement discontinu, donnant l!exclusion & ses 
deux voisins , k droite et à gauche ; en ne pourra lui adjoindre que 
les ternes rectilignes , tolalement discontinus , que pourront fournir 
les m — 3 numéros restans , et dont le nombre est , par ce qui précède, 
(m— 3l^a fni^3>— ^ (m^^)— 4 m^-5 m— 6 m— 7 

— - -■ . ••- . — — OU . — — 

I a 3 I 

de m£me successîrement , pour chacun d^s m numéros , le nombre 

, , f , "* — 5 w-^ m— 7 • , 
des quatemes qu on aura lorttiés sera m . , . — r— ; mau f 

. chaque quateme se trouTant ainsi évidemment répété quatre fois» 
il s'ensuit que le nombre des quaternès circulaires , totalement dU* 
continus , que m numéros peuvent fournir est seulemeot 

Four passer de là aux quatemes recllllgnes , il faudra joindre & 
ce résultat le nombre des quaternès circulaires , dont les deux numéro* 
extrêmes font partie, et dont le second et ' le pénultième se trouvent 
conséquemment exclus ; or , ce nombre de quatemes est évidemment 
égal au nombre des ambes rectîlignes , totalement disconlinus , ^ue 
peuvent fournir les m — 4 numéros restans, c'est-^-dlre , par ce qui 

, . , tm— «--1 (m— 4)— a m— 5 m— 6 .... , , 

précède , ■ ■ ■■ . — ou . • — , Aidsj , le nombre de» 

' « . a I a 

quateme* 
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' qualernes rectilignes , totalement discontinus» que m numéros peu- 
vent fournir est 

m m — 5 m— 6 m^7 m^— 5 m — 6 m' — ym+ia m — S m — 6 
^ii^â la 1.2 34 

■ 7?i— 3 ff>^4 m— 5 m— 6 
~ I *~ 3 4~ * 

Comme on aperçoit déjà facilement , sans pousser l'inductîon plus 
lotQ , la loi de ces divers résultats , je vais de suite en prouver 
l'exactitude , pour le cas général où les m numéros doivent être 
pris n i n. 

Soient respectivement désignés par C^„ et B„,„ le nombre des 
combinaisons circulaires et le nombre des combinaisons rectilignes , 
totalement discontinues ^ue peuvent fournir m numéros, pris n^ n. 

L'adoption d'un numéro quelconque , pour faire partie de l'un* 
des coiabinaison& circulaires , n à n , totalement discontinues, donnant 
l'exclusion à ses deux voisins , k droite et k gauche, on ne pouria 
lui adjoindre que tes combinaisons rectilignes, n — i an — i, totale- 
ment discontinues , que pourront fournir les m — 3 numéros restans , et 
dont le nombre devra être représenté par^„_.^„_ , . Si l'on en fait de mémo 
successivement , pour chacun des m numéros, le nombre des combinai- 
sonsn an qu'on aura formées, sera ntiï„_j„^, ; niais, chaque combinai- 
son , Tt' i n , se trouvant ainsi évidemment répétée n fols , il s'eosutt 
qu'on doit avoir seulemmt 

C..= ;fl»-,^-.. (!) 

Pour passer de là aux combinaisons rectilignes , il faudra joindre 
à ce xésultat le nombre des combinaisons circulaires, ri k o y dont 
les deux numéros extrêmes font parties , sans renl'ermer d'autres 
numéros consécutifs , et dont te second et le pénultième se 
trouvent conséquemment exclus ; or , ce nombre, de combinaisons 
est évidemment égal au hotnbre ;des combinaisons rectilignes , n— a 
Tom. m 10 
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\ B— 3 , totalement discontinues , que peurent "fournir les m— 4 

numéros restans , c'est-à-dire, Hm.^,„.t . On a donc d'après cela 

Telles sont les équations gënërales de relation entre le nombre 
des combinaisons rectilignes et le nombre des combinaisons circu- 
laires , et dont l'intégration résoudrait complètement les deux 
problèmes. 

De ces deux équations on en peut facilement déduire deux autres 
dans lesquelles R et C soient séparés. Si , en eiïet , oft élimine 
C^^ entre elles , on aura d'abord 

Si, ensuite, on change m et » respectivement en m—^ et a-— a, 
dans la première , et en m— 3 et »— i , dans la seconde , il 
viendra 

^H-l.a-i=-fim-ïw-|— ^«_ï^-l i 

d'oi. on conclura, par l'élimination de fl„_,^_, et la substitution 
de la valeur de ^ffl-,^„_, , donnée par l'équatioD (I) 

C„^= ^ €„.,,„., + ^ • ^ C^4,n..- (C) 

Si maintenant > en suivant l'analogie indiquée par les résultats 
précédemment obtenus , on pose 

m— «4-1 Jt — n m—n—1 m— a»4-a 

fl„,.=__ __ ____, 
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il sera facile de se convaincre que ces Valeura satisfont -aux' ëquatîonc 
(r) et (f) , et conséquemment aux équations (I) et (II) , et qu'ainsi 
elles en sont les intégrales ; ce qui garantit l'exactitude de ces 
deux formules. 

IV-après l'inspection des mêmes formules, on voit aisément qit'^n 
peut écrire ■' 



•^ — Il m— I *'"-'."-> t-'^J 

éqàa^Mis qui ocsséqiiemmenjt. peuvent remplacer-^ soit JLe^^atiQnfr 
(r)et.(tf), s<ttt les équations (I) e(^ (U). ^ . ;;, , ^ . ,;^ , -j 

Les valeurs snccessivAi (de, Cai,« <{iii i^Pfûi^eoi à n^\~, a,^ 3>i<*<i»t 
c'est-à-dire , ' '.--;' 

fit m m"— 3 m trt'—i m^5 m m— 5 m— 6 m^j 

1 ' T:T*V "7*'~T""*3^*'" ■"T"'T"'T".*''"'''''."; 

sont très-remarquables, parce qta'e\lei' ertfftnt ■', eirattrie ^e^tlieian»y.j 
dans un grand nombre de développemens. Ce sont, en particulier, . 
les coe£Bciens des termes du développement de îCosjnx , ordonné 
suivant les puissances descendantes de 3Cos.ir. Ces sortes de nom- 
bres, qui se représenlcnl fréquemment dans l'analise , reçoivent donc, 
par ce qui précèdc-,- «nn inn ij|i<t n liii n i i l it tiâ s conibinatoire et 
géométrique. 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Théorèmes de Statique» 

I. Ol l'on joint I par des droites, k milieu de chacune des diago- 
nales d'un quadrilatère à un point de l'autre diagonale , qui soit autant 
éloigné de l'une; de ses cxtnimités, que le point d'intersection des 
deux diagonales est éloigne de son autre extrémité ; l'intersection 
de ces deux, droites sera le centre de gravité de Taire du qua- 
drilatère 

IL Soit déterminé , sur cliacune des deux diagonales de la liase 
dtine pyrafn'rde q'u9draAguta'.ré ', un pojînt qui soit aatant éloigné* de 
l'une de ses extrémités , que' 1^' ^'.nV d'intersection des .deux 
diagonale^ est éloîgné-de son ia^tré ext^émitét ' ■■■ ■ 

Si , du point ainsi déterminé, sur cliaque diagonale , on m&ie'nne - 
droite au centre de gravité de l'aire .du triangle qui , ayant pour base 
l'autre diagornile-j a.son sommet- au-«ommet-de-U pyramide vies deux 
droites ainsi menées se couperont en un point, et ce* point sera le 
ceptTB di? fj/Bàvt^r.Av- yç(Hme, 4e cette pyramide.: r... . , , 



y Google 



CIRCULATION DU SANG. 



ANALISE APPLIQUEE. 

Essai dapplication de Tanalise algébrique au phéno~ 
mène de la circulation du sang ; 

Far M. Kramp f professeur , doyen de la faculté des sciences 
de l'académie de Strasbourg. 



1 . douMETTRE \ l'analise littorale le moaTenient da saag dans Its 
vaisseaux du corps animal , c'est là un problème auquel , depuis plu< 
d'un siècle, on parait aToîr renonce Les eA'orts de Borelli , Xeilj 
Jurin y Sauvages , Bemoullt et autres hommes célèbres sont connus : 
leurs longues démonstrations , fondées- -sur une application vicieuse 
de principes qui pouvaient Atre justes en eux-mêmes, n'ont conduit i 
aucun résultat certain ; leurs ouvrages sont oubliés et le terme même 
à'Iatromaihématîcien est tombé en mépris. Au milieu de cette 
immense variété de forces qui agissent ensemble dans les eorps 
vivans , tant animaux que végétaux , il existe pourtant quelques lois 
certaines qui permettent d'appliquer à la physiologie du corps animé, 
les principes généraux de l'équilibre et du mouvement ; c'est ce que 
je me propose d'assayer dans ce mémoire. 

2. Imaginons une masse quelconque , lancée par une force d« 
projection quelconque , et qui , après avoir éprouvé à chaque instant 
l'effet des forces accélératrices et retardatrices qui auront pu agir 
sur elle , ait acquis, au bout du temps ^, la vitesse u. Désignant par 
P la somme des forces accélératrices , et par Q la somme des forces 
retardatrices, on aura du=(/' — Q)d/; équation <\\n. ne repose sut 
Tom. m II 



y Google 



-7» CIRCULATION 

aitcuiic hypothî^se , et qui , par sa sinipliuîtë et sa gdn^ralit^ , est 
applicable à toutes les suppositions de mouTemens quelconques. 

3. Elle nous présente les trois cas de P=Q, de P>Ç et de 
P<Ç. Dans les deux derniers cas, le mouvement sera acc(5l(irë , 
ou bien il sera retardé , du moins pendant l'élément de temps dt. 
Pans' le premier cas , la vitesse restera la même ; et , si cette même 
égalité avait lieu dans tous les points du système , il en résulterait 
pour le corps un mouvement rigoureusement uniforme. On voit, de 
plus, que l'uniformité de mouvement ne peut avoir lieu, Ji moins 
qu'à tous les points du système , la somme des forces accélératrices 
et celle des forces retardatrices ne soient rigoureusement égales 
entre elles. 

4.' L'équation da = (P — 0d/ est applicable au cas d'un fluide cir- 
culant dans un canal étroit; seulement alors il faudra entendre par 
u , non la vitesse actuelle du ftuîde , mais le produit de cette 
vitesse multipliée par la section du canal , lequel exprimera la 
quantité de fluide qui , pendant l'élément de temps , aura traversé 
cette section. Tant que, dans tous les points du système, on aura 
P=Q, le mouvement du Buide sera tel que, dans des temps égaux, 
il passera par chaque section du canal des quantités de Ouide 
rigoureusement égales entre cites ; condition qui ne saurait avoir lieu , 
jl moins que , dans tous les points du Système , U n'exi&te une 
égalité parfaite entre les forces accélératrice» «t Ips forces retarda- 
trices qui agissent sur le fluide. 

5. L'application de ces principes au mouvement du sang est facile, 
A chaque contraction , le cœuf chasse d'un côté dans l'aorte , d« 
l'autre dans le Ironc des artères pulmonaires , une onde de sang , 
évaluée 4 deux onces, à peu près, mais dont la quantité est heu- 
reusement indliférente poâr- t'objçt que nous nous proposons. Il 
communique h chacune des dêÎHi éfldes un certain degré de vitesse, 
résultant des contractions partielles -de ses libres musculaires , et 
d'autant plus diiKcile à déterminer qu'il doit dépendre d'une inlinilé 
de circonstances qu'il serait assez téméraire de vouloir soumettre au 
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calcul. II est Indifférent encore que les degrés de vitesse , communi- 
ques par les deux ventricules aux deux ondes de sang, soient égaux 
ou inégaux entre eux. 

6. L'onde de sang lancé, dans l'aorte , y éprouve , dès son entrée, 
l'action des différentes forces retardatrices dont on peut voir le 
dénombrement dans les ouvrages de nos célèbres physiologistes , et 
dont l'effet va en augmentant depuis le tronc de l'aorte jusques au 
plus petits rameaux artériels , et augmente encore pendant le retour 
par le système veineux. On aura donc du= — Qàt ; ce qui donne 
it=:Cûnst.-^/Qàt. Ainsi donc la vitesse du sang au bout du temps 
/ sera égale à la vitesse initiale de l'onde , moins une certaine 
fonction du temps t , qui nécessairement va en augmentant. U 
résulte de là qu'indépendamment des forces accélératrices , la vitesse 
initiale de l'onde, ne saurait être conservée ; que son mouvement , bien 
loin d'être uniforme , serait bientôt épuisé ; et que , dans des in- 
tervalles de temps égaux , il ne pourrait jamais passer des quantités 
'égales de fluide par une section donnée du système. 

7. Cependant la condition d'un mouvement uniforme du sang est 
indispensable au maintien des forces qui , dans l'état d'une santé 
parfaite , peuvent seules présider à toute celte classe nombreuse de 
fonctions animales qui dépendent de sa circulation entièrement libre'. 
il est*es5entiel qu'à chaque battement du cœur, les deux oreillettes 
reçoivent des deux troncs veineux des quantités de sang rigoureu-* 
«ement égales k celles que les deyx ventricules lancent dans les 
deux tr<Hics artériels j il est essentiel , de plus, que cette égalité ait 
lieu pour chaque partie du corps en particulier'; sans quoi la quantité 
de sang que cette partie doit contenir, dans l'état de santé, ne saurait 
rester la même. Gaiien, à qui la circulation du sang était inconnue, 
définissait fort bien l'ioflammation par sanguinis influxus copiosior 
quant pars postulat , et il avait raison. Cet injïuxus copiosior est 
l'effet fort naturel d'un mouvement accéléré du sang , à son entrée 
dans la partie. U peut y avoir de même un mouvement retardé; et, 
quoique. Gaiien n'en parle pas aussi clairement , on voit qu'il doit 
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en r&ulter un ^lat opposé au premterj et <]ul exigera , pour sa gaéiîson, 
un traitement contraire. 

8. L'tJquatioa diiTérentielle du mouvement du sang , dans l'état 
de santé, sera donc da=o; ce qui revient à P=^Q. l'eKisteDce de 
la force accélératrice P , et son égalité ^ la somme des forces retar- 
datrices Q , est donc bien prouvée. Elle doit résider dans les vais- 
seaux eux-mêmes y et sur-tout dans les artères. Leur irrilabililé n'est 
pas absolument démontrée ; mais leurs dilatations et contractions 
tombent sous les sens , et on ne voudra pas les regarder comme 
les e/Tets d'une simple élasticité. Dans ce cas , la systole , égale 
tout au plus k la diastole , ferait regagner à l'onde le degré de 
vitesse que celle-ci lui aurait fait perdre ; ce qui n'ajouterait rien 
à sa vitesse absolue. Je serais disposé & croire que , dans le batte- 
ment des artères , la systole est plus forte que la diastole , et qu'en 
ceci consiste peut-être l'avantage que doit avoir sur la simple élas- 
ticité cette force vitale particulière qui anime les vaisseaux artériels. 
Dans tous les cas , nous désignerons par P celte force accélératrice , 
\ l'endroit du système qui répond au temps / ; nous aurons donc , 
pour condition indispensable du mouvement du sang » dans l'état 
de santé , P=Q; c'est-à-dire , que la force vitale des artères doit 
être partout égale i la sojnme des résistances. 

g. Tant que cette équation de condition du=o on P=4^ sera 
maintenue , le sang coulera , dans le système des vaisseaux sanguins , 
comme s'il circulait dans le vide parfait ; et ta conservation rîgour- 
reuse de la vitesse primitive, imprimée parla contraction du cœur, 
permettra, jusqu'à un certain point, l'application de l'anàlise. Soient 
j4..., La masse entière du sang; 

B,... La masse de l'onde que le ventricule gaucbe chasse dans l'aorte ; 
i/.»M La vitesse primitive que cette onde a reçue du cœur; 
y,.^ Le volume entier ou la capacité du système ; 
A..... Le nombre des battemens , pendant le temps donné T. 

10. La masse entière du sapg sera donc partagée en un nomb** 
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J'ondes égal )i — . Ix temps employé par chacune de ces ondes , 
pour parcourir tout le yol urne du système , sera égal à l'espace divisi! 
par la vitesse , ou à - . La fraction ^ expriincfa le nombre des 
Battemens qui auront lieu dans le même temps. Ainsi donc , le 
mouvement du sang derant être regardé comme uniforme et continu 
dans l'état de santé , ce qui suppose nécessairement que le nombtv 
des ondes est égal i celui des contractions du cœur qui ont lieu , 
pendant le temps que chaque onde emploie k achcTer entièrement 
" "««l'iion , on aura ^ = | , ou «BF^ATu; équation géné- 
rale et applicable non seulement i, l'état de santé, mais à tout 
mouyement du sang, dès qu'on le suppose parrenu à l'état d'unl- 
foirnité. La vitesse du sang sera donc prop.rtionnelle diraUmmt 
4 la fréquence du pouls , i la masse d. l'onde et i la capacité 
du système, et riciproqùemau i la masse entière du sang. 

II. Quoiqu'on ait raison de supposer que, dans l'état de santé, 
le système des yaisseani sanguins est entièrement rempli, on aurait 
pourtant tort de regarder le Tolume du système comme égal i U 
masse du sang, ou de faire A^V , en prenant ici pour A, non 
la masse elle-même mais le yolome qu'elle occupe. Il faut . en effet 
îue ^ soit ro„;„d,, ,„, y^ ^^ ^^^ ^ circulation du sang deyien- 
<i".t physiquement imp«sible. . C'est à quoi 1, nature a pouryu , 
•n donnant à „os yaisseaux l',«.nsibilité dont Us ont besoin , pour 
entretentr le mouyemenf. De Ja systole ils passent à la diastole, i 

éUts, .1 sera perm,s d. supposer r=A ; mai, , dans le second, 
on aura r>A;a l'excès de la fraction J sur l'unité, ou îl-, , 
«ra ce que nous entendons par grmJeur ou ,mntili du^pouls. 
Or, en yenu de l'égalité nBr=.ATu . on aura J = — ; ainsi, 
la grandeur du pouls sera projortlonnelle 4 la vitesse du sa'^g , dlyis* 
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par la fréquence du pouls, en supposant toutefois une Taleur cons- 
tante ^ S , masse de l'onde que le cœur chasse dans l'aorte , à 
chacune Ae ses contractions. Et eHectIvement y nous voyons que , 
dans le dernier stade des maladies aiguës , le pouls devient plus 
petit, à mesure qu'il devient plus fr^iquent. D'un autre côté, une 
augmentation dans la grandeur du pouls nous fait présumer, toutes 
choses étant égales d'ailleurs , une augmentation proportionnée danc 
la vitesse du sang. 

12. De celle même égalité nBy=^ATu, on tire immédiatement 
nBF" 
la conclusion A^=- -r:— ; c'est-à-dire , que la masse du sang ne saurait 

changer , à moins que quelques-unes des quantités n , B , V, u, on 
toutes ensemble iic reçoivent un changement proportionné. A chaque 
arrivée d'une nouvelle quantité de. suc alimentaire , fourni par les 
.premières voies , la quantité que nous désignons par A sera aug- 
mentée ; il en résultera que la fréquence du pouls , la masse de 
l'onde sanguine , et la capacité du système de nos vaisseaux sanguins 
seront aussi augmentés ; mais la vitesse absolue du sang en sera 
diminuée. Ces trois conclusions sont assez bien prouvées par l'ex- 
f»érience. Il en résulte de plus qu'à chaque changement de la masse du 
sang , désignée par A , l'unifornûté dans son mouvement doit être 
interrompue, jusqu'à ce que l'égalité entre les deux produits nBF 
et ATu soit rétablie de nouveau. 

i3. Cette même égalité fournit de plus ^= — — ,- Ce qui nous 

montre que la capacité des vaisseaux sanguins doit être considérée 
comme une quantité très-variable. La dilatation des canaux artériels 
et veineux est une suite naturelle de leur réplétion ; leur abaisse- 
ment est la conséquence de leur inanition. Dans ce cas , la capacité 
y du système peut être supposée proportionnelle à la masse A du 
sang : on aura donc w^nB ; ainsi , la vitesse du sang sera pro- 
portionnelle à la fréquence du pouls et à la masse de l'onde. 
.. i4- Il est des cas pourtant où la . capacité du système V «st 
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diminuée, tandis que la masse entière ^ du sang reste la même* 
Cela arrive , par exemple , à la suite de chaque couche ^ cela ) 
encore lieu immédiatement après l'amputation d'un membre de quel<}u» 
conséquence. Alors, regard^â,t .^ et B comme des quantités sensi-' 

blement constantes , on aura y= — . Ainsi donc , la capacité du 

système étant proportionnelle i la vitesse du sang divisée par la 
fréquence du pouls , l'effet doit être une augmentation dans la fré- 
quence du pouls, et un ralentissement dans ta Vitesse du sang. Le 
premier de ces deux effets est su^samment prouvé par l'expérience , 
et l'autre en est une conséquence nécessaire. 

'. ji5. Jusqu'ici nous avons supposé P=Q et du—oi ainsi le mou- 
Temcnt du sang était censé rigoureusement uniforme. 11 cessera de 
l'être dès que cette égalité n'aura pas lieu ; et l'on peut prévoir 
qu'il sera accéléré dans le cas de P>Q, et retardé dans le cas 
de Q'>P. 11 en résultera deux grandes classes de maladies parfaite- 
;'ment opposées ; et l'on voit que Je rapport de l'une à l'autre est 
celui du plus au moins , du positif au négatif. 
'■■ i6. Ce serait bien peu connaître les limites de nos facultés intellec- 
tuelles , aussi bien que celles des connaissances que l'observation 
est en état de nous fournir, que d'entreprendre à intégrer l'équation 
di/Tércntielle da— (P— 0d/ , tandis que les fonctions P et Q , aussi 
bien que ta forme conjecturale qu'elles peuvent a^oir , sont des quantités 
absolument inconnues pour nous. Tant qu'il sera permis de tes supposer 
indépeadanles du temps / , on aura , en intégrant u=(P — Q)t+Const. 
Ainsi , l'accroissement ou le décroissfiment de la vitesse sera pro- 
portionnel au temps. Mais il est assez visible que ce rapport ne 
peut se maintenir que dans les premiers instans. Il cessera d'avoir 
lieu dès que les quantités P et Ç , dont la première exprime la 
somme des forces accélératrices et l'autre celle des forces retardatrices, 
seront devenues fonctions du temps ; et dès-lors il faudra renoncer 
à intégrer l'équation difFérentielle d«=(P— Ç)d/. 

17. Examinons d'abord le cas de P>Ç, ou de du positif. L» 
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moarement du sang sera seDsIblement accéléré ; et , kans Touloîr 
soumettre à un calcul rigoureux la solution de l'équation d«=(P — Ç)d/, 
on voit pourtant que les conséquences de ce mouvement accéléré doivent 
ttre celles qui suivent : accumulation de la masse. sanguine dans le 
système veineux > et par conséquent à la surface du corps ; elle pénétrera 
avec fore* dans cti petits vaisseaux qui sont invisibles dans l'état 
naturel ; de U ces yeux étincelans , ces battemens fréquens du cœur 
et des artères ; cette force et cette fréquence du pouls j cette respî- 
• ration embarrassée ; ces urines colorées , ces céphalagies j cette foule 
de symptômes enHn dont l'ensemble constitue cette classe de mou- 
vemens fébriles qui est connue sous le nom de Pyrexies, 

i8. L'autre cas de P-^Q, ou de dv négatif a pour suite un 
mouvement dU sang retardé. L'onde de sang qui , à chaque batte- 
ment, rentre dans le cœur, par le tronc du système veineux ^ est 
moindre alors que celle que le cœur chasse dans l'aorte. Le san^ 
s'accumulera donc, dans le système artériel, en laissant entièrement 
vides les petits canaux du système veineux » et en se retirant en 
partie des grandes veines. L'évacuation du cœur , & chaque batte- 
ment . ne sera qu'iacompictte ^ continuellement , mais faiblement 
irrité , il éprouvera des contractions petites , mais plus fréquentes 
que dans l'état naturel ; le resserrement et la contraction àes vaisseaux 
Tciaeux de la surface , leur disparition , la pâleur répandue sur 
tout le corps, la diminution de l'embonpoint, les yeux languissans; 
tels sont les symptômes que l'on doit regarder comme la suite 
naturelle de cet état oCt la somme des résistances est plus grande 
que celle des, forces vitales des artères , et détermine , en consé- 
quence , le refoulement de la masse sanguine vers l'intérieur du corps. 

19. £t tels sont les deux genres opposés de maladies qui 
doivent nécessairement avoir lieu , dès que l'égalitë entre la somme 
des forces vitales et celle des résistances n'est plus maintenue , ce 
qui rend impossible cette uniformité dans le mouvement du sang , 
qui est pourtant la condition indispensable à l'état de santé parfaite. 
1* mouvement alora sera accéléré ^ dans le cas de P>Ç; retardé^ 

dan» 
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dans k' cas de P<Q. L'un et l'autre des deux états opposés font 
naître les symptômes que de tous temps on a désignés par Ta 
^dénomination générale àe Jièvres. Les deux classes .opposées ont été 
parfaitement reconnues ; mais on ignorait. la cause physique de celle 
différence , laquelle pourUot est géométriquement démontrée , et 
susceptible d'être énoncée par une équation diiTérentielle fort simple. 

20. Il est asscK naturel de désigner les mouvemens fébriles de la 
première classe par la dénomination à^étai positifs et ceux de la 
seconde par celle 'dV/a< négatif; attendu que la diiTérence de l'une 
k l'autre est eHectivement celle du plus au moins ^ du positif m 
négatif. L^s dénominations de fièvre positi9e et de fièvre négative 
seraient toutefois assez impropres. On se ' sert du mot fièvte pour 
désigner la maladie entière, dont chaque accès est souvent marqua 
par des symptômes qui annoncent alternativement l'un ou l'autre des 
deux états. C'est ainsi que chaque accès de la fièvre intermittente 
ordinaire commence toujours par te frisson , qui porte tous les 
caractères de ce que nous avons nommé état négatif \ il est suivi 
par la seconde période qui est celle delà chaleur, et dans taqaell« 
on reconnaît le passage du négatif, au pùsitij ; vient enfin la criso 
de l'accès , qui rétablit tout dans l'état naturel d'égalité entre I» 
force vitale des artères et la somme des résistances. 

21. Xa fièvre n'est donc jamais une maladie du cœur lequel, 
tmiqiiement destiné Ji donner & l'onde la première impulsion , ns 
peut prendre aucone part aux rariatioas de vitesse qu'elle peut éprouver - 
dans son cours. Elle ne dépend pas non plas de la vitesse absolue 
du sang , très-variable en elle-même , et afiectée par les- causes les- 
plus légères. Un exercice quelconque du corps , plus l(Hig-teiops 
soutenu que de coutume ^ une passion un peu violente } un excès 
quelconque commis dans l'usage des alimens , etc., provoquent une 
vitesse augmentée du sang , un pouls plus fréquent que de coutume, 
et un accrcMSsement de chaleur ; mais personne ne sera tenté' de 
désigner cet état par le nom de fièvre. Tant que subsistera l'égalité 
entre la somme des forces vitales . «l celle des résistances , le mou- 

Tom. UL 12 
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Temcat uniforme du sang sera maintenu par la sîdiple CMsation 

des causes accidentelles qui avaient provoqué UB pareil état ; la répara 

tilion égale de la masse sanguine > dans les deux systèmes artériel 

et Teineux , se rétablira d'elle - même , et tout rentrera daas l'état 

naturel. 

S2. L'état positif, indiqué par P>Q , peut avoir deux causes 
générales ; la force vitale des artènss sera trop grande , ou bîea la 
sommu des résistances sera trop petite. La force vitale des artire» 
tient au système nerveux ; des observations anatomiques noua doonent 
lieu de croire que le nerf intercoelal , et sts ranûfica^o» , éttmdnei 
dans toutes les parties du corps , sont destinée , pu la àature l à 
maintenir cette force. Une disposition vicieuse daas cfittc partie impor- 
tante du système , peut augmenter cette même ftwce .an d«ti ' de 
la mesure naturelle; elle peut aussi l'ailaiblir au point qu'elle ne 
saurait plus balancer la somme des résistance». ladépendamment de 
la force vitale « une dispoution vicieuse du mng peut exctléi des 
mouvemens fébriles La masse sanguine est sujette it se coaguler ; 
et cette tendance coatinuelte doit être comptée perni les pnne^ales 
résistances que le sang rencontre dans so» cours. Bibn Join de la 
regarder comme un défaut y nous la. jugeons abaolujoient nécessaire 
pour prévenir l'état de P>Ç, et empecber ainsi qne la moÙTement 
du sang , .d'uniforme qu'il devait être , ne. devienne atcélété. L'obser- 
vation a suffisamment prouvé qu'an smgekargé de pwticuh» bilieuses 
est très-disposé i produire des py'rexies ; tan^s que la prâsanco d^ 
la pituite , dans cette même masse, provoque l'état eétiërement opposé. 
Il parait donc que cette tendance naturelle au eoagulum est diminuée 
par la première des deux causes , et augmentée par la vèoade. 
De plus , nous aimons à reconoaltre , dans la présence du calorique , 
une des grandes causes qui influent sur cette mobilité de la- masse 
sanguine ; ces accès de fièvres inflammatoires , qui suivent depuis 
l'état de la transpiration supprimée , et le refoutement du calorique 
dans l'intérieur du corps , nous rendent cette assertion £art probable. 

a3. Au défaut d'Intégrer l'cqaatiMi das={P—'Q)dt -, dans le ca> 
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àe P^Q t nous ponTons prévoir que cet état ne peut pas m sou- 
tenir long-temps. Le sang accumula dans le système veineux, trouverait, 
en y entrant , une somme de résistances supérieures h ce que doit 
£tre Q dans l'état naturel ; ainsi , au bout de quelque temps , 
l'équilibre entre F et Ç sera de lai-même réiabti j maïs l'une «t 
l'autre quantités seront plus grandes que l'état de santé ne peut 
le comporter. Xjk mouvement de la masse sanguine sera revenu de 
lui-même à l'état d'uniformité \ mais la vitesse du sang sera augmentée 
au point où. elle doit nécessairement troubler la marche de plusieurs 
fonctions naturelles ; la masse sera inégalement répartie entre les 
deux systèmes ; et, tant que l'équilibre de ces deux forces se main- 
tiendra , on voit que l'égale répartition ne saurait se rétablir d'elle- 
même. Les symptdmes de la pyrexie resteront ; seulement ils n'augmen- 
teront plus. L'accès sera parvenu à son maximum. Alors doit approcber 
le moment décisif qui doit prononcer sur le sort du malade. U 
survient quelques signes précurseurs du changement qui se prépare. 
11 doit,~en effet, arriver de deux choses l'une, attendu que l'une 
des deux forces doit, & la fin, l'emporter sur l'autre. La marche 
des maladies nous fait voir , ou du moins elle rend très - probable 
que , pour arriver i une fin salutaire , îl doit se faire un change-. 
ment dans la mixtion même de la masse sanguine. C'est ce que 
les plus anciens maîtres de l'art ont désigné par le nom de coction\ 
terminée par la crise. Elle s'annonce ordinairement par dea frissons 
et par plusieurs symptômes auxquels on reconnaît l'état négatif de 
la fièvre ; et cela doit être ainsi , attendu que , pour passer de 
l'état positif i celui de zéro , il faut bien que la nature prenne une 
marche rétrograde. I^ crise sa termine par des évacuations appelées 
critiques , et qui donnent une preuve assez évidente du changement 
de mixtion qui s'opère dans la masse même du sang. Elle a visible- 
ment pour son double but , d'opérer une répartition égale de la 
masse sanguine dans tous les vaisseaux du corps , et de rétablir 
l'équilibre , indispensable dans l'état de santé, entre la force vitale 
des artères et la somme des résistances. 
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2^. La progression, très-seDslbleihcnt anthmëtique , que les jours 
critiques forment enfre eux a été , dans tous les temps , un grand 
problème à résoudre parmi les maîtres de l'art. I^'iotëgratioa de 
l'équation d»=(P— Q)d/ , si elle était possible , ëclaîrcirait San» doufe 
ce mystère. Peut-être l'équation intégrale se trouverait du nombre 
de celles dont les racines procèdent dans une . progression arithm^ 
tique ; et , si cette conjecture était fondée , elle servirait au moins 
à répandre un peu de jour sur une des opérations de la nature qui , 
en s'écartant de la marche ordinaire dans l'état de santé , paraissent 
d'autant moins susceptibles d'être représentées par des signes et des 
expressions algébriques. 

aS. Mais , pour que cette crise soit heurease , il faut que 
cette force P se maintienne , et qu'elle continue à balancer la somme 
des résistances Q , augmentées par l'entrée du sang dans les petits 
vaisseaux artériels et veineux. Cela n'arrive pas toujours ^ il est asses 
fréquent , au contraire , dans le cas sui^lout où le malade est dépourva 
des secours de l'art, que la force vitale des artères succombe k la 
somme des résistances. Alors l'expression P — Q deviendra \négatife; 
le mouvement du sang , d'accéléré qu'il était, deviendra reurdé; et, 
par une suite de changemens faciles à concevoir, d'après les prin- 
cipes qui viennent d'être exposés , la 5èvre , positive jusqu'alors , 
deviendra négative. C'est ainsi que se produit ce que les maîtres 
de l'art ont désigné par le nom de mauvaises crises ; elles se recon- 
naissent à la marche de la maladie , à la con5tîtulîon connue du 
malade et à la constitution épidémique ; mais sur-tout à ce qu« 
les signes diagnostics de la fièvre négative, prëcorscurs de la crise, 
se soutiennent trop long-temps , et que les forces du malade ne se 
rétablissent pas. 

36. La fièvre négative qui succède ainsi i la fièvre positive , est 
bien plus dangereuse qu'elle ne l'aurait été si elle s'était présentée 
dès le commencement. Considérant , en eiFet , que le sang alors est 
engagé dans tout l'ensemble des petits vaisseaux du corps , et qu'il 
n'est plus soutenu par la force vitale des vaisseaux , nous devooa 
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conGevoir ' que / son mouTemeitt se ralentira > qu'& la longue îl s'ar- 
rêtera lout-à-fait y et qii'dinsi la maladie se terminera par ane inaction 
jjénërale et une immobilit<i absolue de la masse sanguine. Tant que 
la marche de la fièvre était positive , on a dû facilement concevoir 
l'idée d'un maximum ; ce maximum aurait dû avoir lieu lorsque, 
. par l'entrée même du sang dans les petits vaisseaux , la somme àei, 
résistances serait redevenue égale ï la- somme des forces vitales des 
artères. Mais un pareil terme est contraire à l'idée d'une fièvre qui, 
de positive qu'elle avait été , est devenue négative. J.A force \îtale 
des artères ayant succombé une fois à la somme des résistances y ne 
pourra lui redevenir égale , qu'autant qu'elle sefa soutenue par des 
secours extraordinaires , et indépendaos de la marche naturelle de 
la maladie j abandonnée à elle-^méme. 

27. Dans les accès de fièvres intermittentes , qui tous commencent 

pas cet effet négatif , indiqué par P<Q . la nature emploie un 

moyen bien simple pour opérer la répartition égale de la masse 

sanguine', et pour rendre de nouveau la force vitale des artères - 

égale à la somme des résistances : c'est l'intensité avec laquelle 

opèrent alors toutes les forces musculaires - pour pousser la masse 

sanguine , accumulée dans le système artériel , -pour opérer son 

passage dans le système veineux , et en effectuer ainsi la ripartitioA 

égale entre les deux systèmes. 11 en résulte une DOQvelle force 

accélératrice , laquelle , ajoutée à celle des artères , la rend égale 

& la somme des résistances.' Mais au maximum des fièvres infiam- 

mjttoires , on ne peut guères compter sur un accroissement dlntcaslté 

des forces animales , affaiblies par la durée même de la maladie : 

«elles sont réputées nulles alors ; le rétablissement de l'équilibre , 

entre les forces accélératrices et les forces retardatrices de la circulation ^ 

^ne peut plus être exigé de la nature , abandonnée^ elle-même ; elle 

a un besoin indispensable du secours de l'art. -1 . 

38. Ce que nous avons dit jusqu'ici sur les ileux forces désignées 

P^ P et Ç , regardait la circulation du sang , considérée dans son 

entier depuis sa swtie du rentriculcgaucfae , dans le trç^c de l'aorte,. 
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jusqu'il s:on «ntr^ de la reine cave dans l'oreillette droite. Mais , 
l'équation du—(P — Q)d/doit encore aToirneu« pour chaqae partie 
du corps en particulier , indépendamment du système entier. Dèa- 
qu'elle n'est plus maintenue , il en résulte des affections locales 
dans le commencement, mais plus ou moins graves, suivant' l'im- 
portance de la partie affectée, et qui doivent nécessairement proroquer, 
dans tout le système des vaisseaux sanguins , d'une manière pins 
on moins sensible , l'un des deux états désignés par les. notations 
'■/*>ÇetP<Ç,et par les dénominations correspondantes àafièvrt 
positive et de Jièpre négative. 

2g. I^ condition d'un mouvement uniforme , dans chaque partie 
du corps , est encore fondée sur l'équation dB=o on i*=Q. Elle 
cessera d'avoir lieu > lorsque les quantités P et Q ne seront plus 
égales entre elles. Dans le cas de P> Q , la diif^ntielle du deviendra 
positive ; le mourement du sang sera accéléré , durant son passage , 
par les vaisseaux de cette partie ; il s'accumulera donc dans les 
veines ; U entrera , avec plus ou moins de force , dans les petits 
vaisseaux veineux qui , dans l'état naturel , restent invisibles ï l'œil ; 
il donnera un nouveau degré de vitesse à toute cette masse de sang 
qui le précède ; il en résultera , pour tout l'ensemble du système. 
ce que nous avons nommé fiivre positive ; et la partie , elle-même , . 
sera aâectée d'une inflammation locale. On voit que cette différence 
P— Ç peut fort bien aller jusqu'à détruire insensiblement la structure 
même des vaisseaux de la partie , à provoquei; les phénomènes qui 
annoncent la coction de cette masse , et enfin i établir la suppu- 
ration. 

3o. Dans le cas opposé de P<Ç, la différentielle du deviendra 
négative ; le mouvement du sang sera retardé dans la partie ; le 
sang commencera à se ralentir , sur-tout dans les vaisseaux artâiels,. 
tandis qu'il abandonnera, peu i peu , les petits canaux veineux; le^ 
sang dont ils serent srempFts opposera une certaine résistance è la 
masse sanguine qui , amenée par les artères , devrait entrer dans ïe» 
Tiisscaiix de cette partie j et passer de là dans le système Teioenx 
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sans rencoDtrer de résistance; et ainsi se produira c«t ^lat, oppo^ 
au précédent » que nous avons désigné par la dénomination de [fièvre 
négative. L'aifection locale de la partie prendra alors le nom de 
gangrène. Xia fièvre qui accompagne cet état> et dont la marche, 
parfaitement opposée à celle de ta fiivre inflamiûatoire , a été fott 
bien connue par les anciens , prend alors le nom de typhus , tandis 
que l'autre était appelée par eux synotkus, 

3i. Linflammation locale passe à l'état de gangr&ne, dès que la 
masse sanguine a asses pénétré dans les petits vaisseaux pour que 
la somme ^ des résistances l'emporte enfin sur la force vitale P , et que 
cette dernière finisse pu succomber h l'autre. L'état de ^> P succède 
alofs à celui de P>Q; et les symptômes qui uinqiicent l'un de 
ces deux états sont remplacés ^ et souvent en très-peu de temps y par 
ceojE qui aniuncent Pautre. 

32. Il est très-possible , au reste , que l'inBammatioa topique «Ht 
accompagnée de tou$ les signes de la. Jîèfre négativa ; et que , d'un 
^utc« côté ^a Jièvre positive soit unie à l'état gangreneux A'pne pactïe 
déterminée du corps. I^es forces que ùous avons désignées par P 
et Q, soat les sommes de toutes ks forces partielle» , promues \ 
chaque partie du corps; en sorte qu'en désignant ces dvnières par 
P > ^ y p' * ^' > F" ' f".'*'» oa aura P=/H-^4/^'-4-....., 

Ç=f-4-f'+9'''-+" Oc, il est possible qu'on ait» eo m£me temps 

P^Q t\ p<,f i ce qui exigera que quelqûesrnnes des quantités 
p' , l^' , p'" >••••, soient plus grandes que leura «ornspondantes q' , 
i^' y f^j....-j on bien il est possible qu'on ait à la fois P<Q_ 
et pyq , auquer cas quelques-unes des quantités^ , /f" , 

p"' >' devront , au contraire , être plus pertes que leurs corres- 

pondantfls ^, y", y'''',..,. Dans ce dernier cas , l'état de la fièvre 
sera aégatif, malgré l'inflammation locale doni certaine pai>tie da 
corps sa trouvera affectée ; dans le premier , au conte^ire , la maladie 
aura tout le caractère d'une fièvre positive , Wen que quelque partie 
du corps, soit affectée de gangrène. 

33. Ia fièvre négatire , accompagna d'inflammation ktCale dans 



y Google 



9» CIRCULATION 

quelques parties du corps, nous fera donc présumer, avec certitude; 
qu'une autre partie , externe ou interne , sera affectée de gangrène. 
Bëciproquement , la fièvre poùlive, jointe à l'état gangreneux d'un 
ou de plusieurs endroits , nous fera juger » avec le même degré de 
certitude , que , dans d'autres endroits > il doit y avoir des inflam- 
mations locales et partielles. L'observation des fièvres exantliématiques 
confirme chaque jour la vérité et l'application pratique de ces corol- 
laires. Ayant reconnu une fois l'état positif ou négatif de la fièvre, 
on pourra faire une pergnose certaine sur la fin qu'elle doit avoir; 
et réciproquement , en comparant la totalité des inflammations locales 
avec celle des endroits déjà tombés en gangrène , on sera en état 
de prononcer avec certitude sur celle des deux forces P et Q qui 
doit enfin l'emporter sur l'autre. 

34- La péripneumonie , ou l'infiammatioD locale de la substanefl 
des poumons , forme une classe à part , par plusieurs des symptômes 
qui l'accompagnent. Ici , il faut appliquer l'équation dv=(P— Q)d/ 
au cfrcuhts minor , ou au passage du sang par les viscères de fa 
poitrine % P désignera la . force vitale des vaisseaux de ces parties ; 
Q exprimera la somme des résistances que le sang peut y rencontrer; 

35. 11 y aura inflammation de la substance des poumons , dans 
le cas de P>:Qi la masse sanguine sera accumulée dans les vais* 
seaux veineux de ces viKères ; elle communiquera son mouvement 
atcéléré i celle qui la précède immédiatement , et qui sera portée 
dans le ventricule gauche du cœur et dans le tronc de l'aorte , 
auquel il communique. 11 y aura accumulation de la masse sanguina 
dans le système artériel ; elle paraîtra refoulée vers l'intérieur dn 
corps, quoiqu'on ait effectivement alors P>Q, et que la marche 
de la fièvre soit évidemment positive. Il est très-ordinaire, en effet, 
que la péripneumonie , au plus haut de< son état inflammatoire. - 
paraisse . sous les apparences d'une fièvre négative, et on en voit la 
raison dans la simple application des principes généraux que nous 
venons de poser. Dans l'étal opposé de P<Q, le sang sera accu- 
mulé dans les canaux artériels de ce viscère ; les ondes amenées 

' successivement 
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successÎTement par le tronc de la veine cave , y trouveront une 
résistance supérieure ii celle qui aurait lieu dans l'état naturel ; le 
sang sera donc accumulé dans le système veineux , et conscquem- 
ment la maladie , quoiqu'on ait P<Ç , présentera l'apparence 
trompeuse d'une fièvre positive et inflammatoire; maia la force vitale 
des vaisseaux n'en sera pas moins inférieure à la somme des résis- 
tances. La difficulté d établir , dans les inBammations des poumons, 
un pronostic certain, en suivant les règles ordinaires que prescrit la 
séméïotique dans tous les autres cas , et l'exception formelle que 
présentent , k cet égard , les affections intlammaloîres du système 
pulmonaire, ont été reconnues, de tout temps, par les véritables maître» 
de l'art. Le système , très-simple , que nous venons d'établir en 
rend suilisamment raison. 

36. £n conséquence des théorèmes que nous venons d'avancer « 
on peut donc regarder comme prouvé que la cause prochaine de 
toutes tes afleclions morbiliques , tant générales que topiques , qui 
sont connues sous le nom de pyrexîes , réside dans le défaut d'égalité 
parfaite entre la somme JP des forces vitales des vaisseaux et ta 
somme des résistances désignée par Q. Désignant par u la vitesse 
de l'onde , prise dans 1^ sens que nous lui avons donné au n.* 4 > 
la condition nécessaire à l'état de santé sera di/=:o , ou P~Q i et le 
grand problème de soumettre la marche entière de toute cette classe 
nombreuse de maladies au régime de l'analise , et de lui donner 
le caractère de la certitude et de Tévidence mathématique , se réduit 
i l'intégration de l'équation da=(P — Q)ài ; intégration que nous 
reconnaissons être infiniment au-dessus de nos forces actuelles ^ et ' 
que nous nous bornons conséquemment à recommander aux Médecins- 
Géomètres des «ècles ^ venir. 
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CORRESPONDANCE. 

Lettre de M. Du Bourgvet , professeur de mathématiques 
spéciales au lycée impérial , 

Au Rédacteur des Annales j 

En réponse aux observarions contenue» dans la lettre de 
M, Bkst , insérée à la page 3i de ce volume. 



Monsieur et cher Confrère , 

XL n'éult pas , ce me semble , lufcessaire d'établir , i priori , les 
deux propositions mentionnées par M. Bret , pour démontrer la 
principe qui sert de fondement i la théorie des équations , puisqu'il 
s'agissait seulement de prouver , comme je l'ai fait complètement , 
qu'il existe au moins une quantité • ( et non plusieurs quantités m, 
mf , m"f....) qui, substituée à la place de jr , dans le polynom« 
W;ï''-(-fi«'-'+...,+Ç, le fait évanouir. 

Mais , indépendamment du principe que j'ai démontré à. la 
page 338 du second volume des Annales , rien n'empêche que , 
conformément au désir qu'en témoigne M. Bret , je ne démontre que , 
dans les équations 
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. =♦ {A,B,.,..f ) , 
^=t'(.A,B f), 

J'à:f"(A,B,....l>") , 



les fonctions indiquées par 9y^, ^',>..<sont les mines ; ce qui, 
ce me semble , peut se faire , assez simplement , de la manière 
suivante. 

En mettant successivement « et ^ , mf tK ^' t »'' ti fi'^ f.,.,^ 3k 
la place de s tt y ^ (I^ns l'équation 

y=^y+5j;''- + ; 

il Tient ^ 

fi =:^-«4-iï.— +.... , ] 

fi' =A»"+B»'-'-{-.... , f 

) (à) 



Or, puisqu'il faut faire les mêmes opérations sur «^ >/ , m^' , , 

pour obtenir les valeurs respectives de fi , fi' y fi" ^ , et que 

les coefficiens A^ By sont combinés d'ube même manière dans 

toutes ces équations avec «» «^ , ^' , il est clair que , si l'on 

met la première des équations (h) sous la forme 

fi=F(A,B, ), 

OD pourra mettre les suivantes sous les formes respectives 
fi'=F(A,B,.,..4^ , 
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et , k cause des équations (a) , Qn pourra ensuite écrire 

fi =FlA,B,....ç {A,B,...fi )] , J 
^'=F\_A,B.....9'{A,B,.,.fi')-] , I 
fi"=F[_A,B , .,..<t>"{A,B,...fi")\ , ( ^''' 



mais, si l'on fait ^■^fi' = ^"= , ce qui ne saurait altt^rer l'égalité 

«ntrc les membres des équalions (f) (*) , les premiers membres de 
CCS équations devenant identiques, les seconds le deviendront aussi; 
on aura donc 

F[^,B,....fc-^.B,....«]=F[^,D,....p'(^,B,....,a)]=F[^,B,..,.^'(^,B,„..^)]=.... ; 

or, puisque les fonctions Indlquëcs par 9' , 9",,,.. ne changent 
pas, parles substitutions respectives de ,e à la place de ,8'', jS''^', ..., 
et que , de plus , tous los membres de la suite d'égalités précédente 
sont des mêmes fonction^ , indiquées par le caractère commun F^ 
il s'ensuit évidemment que ces égalités ne peuvent avoir lieu qu'autant 
qu'on a simultanément 



f(^,J?,..../9)=<^5 ^)=pV.^. • — ■'>)= 



car , s'il en était autrement , il s'ensuivrait que les mêmes combi- 
naisons de quantités difTéfentos '<p(j4,B fi), ^'{A, B, ....fi) » 

9'\Âi B t.,..fi),f. «vec les mêmes quantités A , S,.... seraient 
égales, ce qui est absurde: donc les fonctions 9 , f ^ , f'',....sont 
les mêmes. 



(•) En effet , l'équation ,»'=F[^,B,_.^(^,B,.../!01...(^ ou y9'=F{^,B,,..^ , pri»e 
pour exemple n' «fiant qu'une autre manière dVcrire l'équalîon j9'^^«™+Bi«"'" •+...(«) ; 
il eal clair que U substitution du symbole ^ , à la pbce du 3j.-mbole fi' , dan* 
l'cquation (J), équivaut à la aubsiîtulion de « et |9, à la place de «' et ^ dant 
l'équation (e) ; subitltutiOD pennlse d'apré» l'hypolliêse. 
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Quant au second principe que M. Bret trouve que mon raison- 
nement n'est pas établi, il est encore plus étranger à la démonstration 
,en question que le précédent , et Je dois d'autant moins m'arréter 
i le démontrer, qu'il l'est déjà, de la manière la plus simple et la plus 
claire , dans tous les ouvrages ëlomentalres de mathématiques qui 
traitent des problèmes indéterminés et de l'interpolation. 

Agréez , etc. 

Paris, le 6 juillet 1812. 



I^Ure de M. Bébard, principal et professeur de matlié' 
mathiques au collège de Briançon. 

Au Rédacteur des Annales, 



iVLoNSiEUK Bret a donné , \ la page 223 du a.*"' volume des 
Annales ( janvier 1812 ) , pour construire l'équatîon à la parabole , 
une méthode qui , à la rédaction près , est exactement celle que 
l'on trouve à la page 7 5 de mes Opuscules jnathimatitjues , publiées 
en t8io (*) ; méthode que je lui avais commuDÎquée dès le mois 
d'août 1808. 

L'honnêteté et la délicateFse de M. Bret , la réputation méritée dont 
il jouit comme géomèlre , et le peu d'importance de l'objet ; tout 

(•) Ud volume in-ô.", chez Louis, libraire, rue de Savoie, o." 6,ii Paria, 
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m'assare qu'ayant perdu ie vue la communication tpje je lui en aTais 
faite , il n'a publie cette méthode sous son nom , que parce qu'il a 
cru , en effet , ne la devoir qu'à ses propres réflexions ; et , si 
maintenant je me permets de réclamer > c'est uniquement afin qu'on 
ne croie pas que j'ai voulu moi-même dérober quelque chose & 
M. Bret. 

Agréez, etc. 

Briançon , le 7 juillet l8ia. 



QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solutions du problème d'arithmétique proposé à la 
page 356 du deuxième volume des Annales ; 

Par MM. Le Grand et Rochat , professeurs de mathéma- 
tiques à St-Brieuz , et Dubain , dlève du lycée d'Augers. 



JLNONCÈ, Deux suites , composées chacune An nomhres positifs 
et inégaux t étant données \ comment faut-il disposer entre eux les 
nombres de ees deux suites y pour ^ue la somme des produits des 
termes de la première par les termes correspondons de la seconde, 
soit la plus grande ou la plus petite possible ? 

Comment faut~il disposer entre eux les nombres de ees deux 
suites, pour tjue la somme des ^uotiens des termes de la première 
par Uurs correspondons dans la seconde ^ soit la plus grande ou la 
plus petite possible ? 
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Les solutions de ce problème . fournies par MM, Le Grand , 
Hochât et Dubain , étant les mêmes , quant au fond , et ne pré- 
sentant que quelques légères différences de rédaclion , il va en être 
rendu compte dans un même article. 

Soient ^, , y^, , A^ ,..•. À,,..^. A^y..,* À„ les nombres de 
la première suite « rangés par ordre de grandeur , du plus grand 
au plus petit; et supposons que ceux de la seconde» rangés comme 
( maximum ) , 

ils doivent l'être, pour donner lieu au { . . >> soient B. , B., 

' ( minimum l • • » 

/." CAS. Pour la somme des produits. 
Puisque 

est un 2 S , il faut que . les nombres de la première suite 

(minimum J * * 

conservant toujours le même ordre , la permutation entre eux d« 

deux quelconques des termes de la seconde suite donne un résultat 

Il ^4 ^^ '^ précédent \ c'est-à-dire , qu'en écrivant 

on doit avoir 

en , en substituant , et supprimant , de parc et d'autre , les termes 
communs , 

on, en transposant et décomposant» 
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{A,-AÙ{I1,-I1,) < o , 
OU, parce que, par l'hypothèse, ^, — A^ est positif, 

^k—^t 5 o ou B^^B, . 
Ainsi les termes de la première suite allant en dÀ;roissant , do 

, . ,, _ , ( maximum 1 

premier au dernier, il faut pour le j . , } que les termes de 
^ ' \minimum J ' 

(dJcroiMani) 
la seconde aillent en < / * du premier au dernier. 

( croiuant ) • 

//.">« CAS. Pour la somme des quotims. 

Tout ëtant d'ailleurs comme dans le cas prÀ»!dent , soit pos^ 

d:+^+ -»-^+ 4-^4-... +^=p/ 

. , imaxinuim\ , ,, 

puisque cette quantité est supposée un t . . /, si Ion pow 

t+t+ +t+ +j;+ +^=«'. 

m devra avoir 

ce qui donnera, en substituant et supprimant, de part et d'autr»^' 
les termes communs , 

-£-(-_ ^ ^4.» ^ 
B^ Bg > Bg B^ 
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OU, en transposant et d^mposant 

OU , parce ^e Âg^À^ est supposé positif j, 

Br-B,^o ou Bf<Si,. 

Ainsi , les termes de la première suite allant en décroissant , du 
, . „ , , ( maximum ) , , 

premier au dernier . il faut doue le { . . } que ceux de la ic- 
' . ' (mtnimam ) * 

ccmde aillent en { ,. . / > ^ premier au dernier. 

(dëeromanl) ' 



Ce qui précède renferme la solution complette du problème proposé ; 
mais M. Le Grand s'est , en outre , occupé du problème indiqué 
dans la note , et qui consiste k savoir , dans le cas où l'on donoeraïl 
nmplement les zn nombres qui doivent composer les deux suites, 
comment on derrait les répartir dans ces deux suites pour obtenir le ma- 
simum ou le minimum , soit de la somme des produits soit de la sonune 
des quotiens. Il observe i.* que , potlr avoir le maximum de la sonime 
des produits ou le minimum de la somme des quotiens > il faut, après 
avoir disposé les 2n nombres , par ordre de grandeur, du pins petit au 
plus grand , placer le second sous le premier , le quatrième sous le 
troisième » le sixième sous le cinquième , et ainsi de suite ; a." que , 
pour avoir , au contraire , le minimum de la somme des produits 
ou le maximum de la somme des quotiens > il faut , après avois 
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dispose 'les zn nombres , par ordre de grandeur , du plus grand aa 
plus petit , placer le dernier sous le premier, l'avant-deniier sous 
le second , le (an — 2)'°* sous le troisième , le (an— Sj""* som le 
quatriÈme , et ainsi de suite. 

M. Le Grand remarijue encore 1.° que, si l'on a- rH suites de » 
nombres chacune , et qu'il soit question de disposer les nombres qui 
composent chacune d'elles > de manière que la somme des produits 
des termes correspondans dans les m suites soit un maximum , il 
faudra encore, comme dans le cas de deux suites seulement, ranger 
les termes de chaque suite , par ordre de grandeur , du premier 
au dernier , de manière qu'ils aillent en croissant ou en décroissant , 
dans toutes les suites ; 2." que, si l'on a seulement mn nombres 
qu'il soit question de partager en m suites de n termes chacune , 
ds manière à ce que la somme des produits des termes corre^pondans 
de ces m suites soit un maximum ; ïl faudra , après avoir disposa 
tes m/r faotnhres par ordre de grandeur , du- pliis.petit-.au. plua. 
grand, former la première suite avec ces nombres^, pris de n en n, 
& partir du premier, former la seconde avee ces nombres', -pris de- 
n en n , i partir du second , former la troisième avec ces nombres, 
pris de n en a, k partir du troisième , et ainsi de .suite. 

Les principes qui viennent d'être développa peuvent souvent être 
appliqués avec avantage ; oorus ^llbn» le prouver par un exemple. . . 

Soient c ^ £* , c" , trois droites et fi , 1^ , fi'^ trois angles donnés , 
dont la somme soit deux angles droits, et tels conséquemmentque la 
moitié d'aucun ne soit un angle obtus, et proposons-nous de déter- 
miner de quelle manière on doit accoupler ces .trois angles avec les 
trois droites , pour que la fonction 

•oit an maximum ? 
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En introduisant les demi-angles , au Heu des angles même , on 
tfansïbrme facilement cette foncUiOn en celle-ci 

'iLTans-T^^Tang.fiB'^Tang.f^J L , JJ 

or, pour que cette c[uantit<i aoit un maximum , il faut ëvidem- 
meut que' 



Taiig.i,j"*'Tang.iil' Tang.i^' * 
soit on maximum , et qu'en outre 

^Tang.f/iH-£'*TaDg.;i»^H-£'/»Tang.îi9'' , 

soit un minimum. 

Ces deux condition se trouTeront, ï la fois, satisfaites, d'après 
ce qui précède , si £* , £/' , ^r'/» allant en croissant, Tàng.7 A , Tang-fp^, 
Taog. f;»'' Tont au contraire en décroissant; ou, plus simplement, 
M , c , r* , . ^' allant en croissant , j8 , js' , ^' vont en d^roissànt. Ce 
seràfle contraire si la. fonction proposée derait être un minimum. 

La question que nous venons de traiter est celle dont s'est occupa 
M. Bidone & la page 38o du deuxième Tolume de ce recueil. Oa 
voit que l'application des principes développés ci*âe$su9 en fournit 
une solution à la fois directe et élégante* 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problème de Géométrie, 



yjH demande quelle est la courbe telle que , pour cfiacun de ses 
points y le rayon de courbures est une quatrième proportionnelle à 
l'abscisse , & l'ordonnëe et à une droite donnée de grandeur ? 

Problème de probabilité. 



Une loterie ^tant eoroposëe de m num^s t , a , 3 ,....in > dont 
il en sort n à chaque tirage ; quelle probabilité y a-t-il que , parmi 
les n Dumérfts d'un tirage , îl ne se trouTcra pas k nombres coq-, 
sëcutifs de la suite naturelle 7 
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LIGNES ET SURFACES DU SECOND ORDRE. lo! 



GÉOMÉTRIE ANALITIQUE. 

Application de la méthode de ntaximis et mioimis à la 
recherche des grandeur et direction des diamètres 
principaux , dans les lignes et surfaces du second 
ordre (jui ont un centre ; ces lignes et sur/aces étant 
rapportées à des axes de directions quelconques , pas- 
sant par ce centre ; 

Par M. Bébabd , principal et professeur de mathématiques 
du collège de Briançon , membre de plusieurs société» 
savantes. 



Ije sujet dont - j« vais m'occuper a déjà élé traité de dWerses manières 
dans ce recueil ; mais , outre qu'on a toujours supposé que les lignes 
et surfaces du second ordre étaient rapportées à des axes reclan- 
gula'ires ; ce qui àte aux résultats une généralité souvent très- 
précieuse ; la méthode quç je vais suivre me parait conduire plus 
directement et plus simplement au but que ne saurait le faire la 
transformation des coordonnées qui , dans le cas sur-tout où les ' 
coordonnées primitives no sont pas rectangulaires , entraîne dans 
des calculs d'une extrême complication. Tel est le double motif qui 
me détermine à revenir encore sur ce sujet. 

s- 1- 

£ait 

Ai'+By'+iCrf=D ; (i) 
r^nalMD d'une ligne du second ordre, rapportée k «on centre e< 
^ deux axes faisant entre eux un angle y. 

Tom. m, i5 
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£a- d^igOAUt fai r l» d'uUoce d'uu polat qualcoB^oe. de cetU. 
courbe à son centre , on aura 

jr*4^+2J*'Cos.r=r*. (a) 

El la propriété quî caractérise les quatre sommets de la courbe est 
que , pour chacun d'eux , r doit être un maximum ou un minimum, ' 

Supposons donc que s el y soient les coordonnées de l'on de 
CCS sommets, auquel cas r sera la moi lié de l'u» des dlanitrçs 
principaux. Soit posé 

les équations (i) et (2) deviendront 

(p*+2/>Cos.>-+i)r"=r* ; 

d*o& on conclura , par rélimination de j;* , 

(Br'^D)p'+2(Cr*—DCo»4r)p+(^Ja^D)^û ; (3) ' 

dïH'éreiitiant cette équation , par rapport à p sçulement , puisque, par' 
l'hypothèse , dr=o , il viendra 

{Br'—D)p-\-(Cr'—DCos.i')=^o . 

Cr* — DCot.y 

cette Trieur» substituée dans réquattoi;t (3), donne 

(^r*— i?)(5r*— D)— (Cr*— JÏCo5.y)î=o , 
ou, en développant et ordonnant, 

(^5— C')r*— i>C-4+5— 2(7Cos.v)r»4-i>'S!n.V=o. (4) 
Les quatre racines de cette équation, lesquelles seront , deux k deux, 
égales et de signes contraires , seront les distances du centre de la 
courbe à ses quatre sommets, ou , ce qui revient au même , ses 
quatre demi-diamèttes principaux. Les deux valeurs de r* , substi- 
tuées dans celle dep; donneroot ,'poor cette inconnue, deux valeur» 
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ff , p" jtl alors les dlrectioni des diamètres principaux seront donnëey 
par les deux équations 

Pour que les deux valeurs de r* , tirées de réquation (4) soient 
réelles , il faut , comme l'on sait , que la quantité 

(^H-fl— aCCos.s-y— 4(^5— C*)Sin.V , 
soit positive ; or . cette quantité est la même chose que la suivante 

(A~B)'S\n.'Y-\~Uc—{A-^B)0>s.yY . 
laquelle est essentiellement positive ; ainsi les deux valeurs de >* 
seront réelles , dans tous les cas. 

Maintenant , les valeurs de r* peuvent être ou toutes deux jwsitîvesy 
ou l'une positive et l'autre négative, ou en6n toutes deux négatives;. 
et , d'après les principes connus , l'équation (i) appartiendra à l'ellipse 
dans le premier cas , à l'hyperbole dans le second , et n'exprimera 
.absolument rien dans le troisième. Dégageant donc le premier terme 
de t'tiquation (4) de son coefficient, et appliquant la règle de 
Descartes , on trouvera , après les réductions convenables , que l'équa- 
tion (i) appartient à l'ellipse, si l'on a 

AB—O>o , Z)(^+5— 2CCos.y)>o i 
qu'elle appartient à l'hyperbole , si Yon â 
AB—C^<<i ; 
et qu'enHa elle n'exprime rien , si l'on a 

AB^O>o , D(A-^B—zCCo».yXQ, 

En particulier les deux valeurs de r' , et par conséquent celles 
de r, seront égales, si l'on a 

iA-BySm.'y^{2C-~^(A'^B)CoyyY=o , 
ce qui ne peut avoir lieu qu'autant qu'on aura à la fols 

A~B , 3C=(A+B)Cos.y : 
et alors l'équation (1) appartiendra à un cercle. 

Dans le cas particulier où les axes des coordonnées seront rectan* 
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^ulaires, on aura Cos.y^o , Sin.y=i ; et il vieDdra cons^uemment 

Cr» 
^ Br'—D * 

l'équation (i) appartiendra i l'ellipse . si l'on a -^ ^ 

. ÀB~0>o et J\A-hB)>o ( ■ 

i l'hyperbole, «i l'on a ., " " '.1!^^ 

et elle n'exprimera rien, si l'on a 

JB—C'>o et J5(-rf+-B)<o. 
En particulier > elle appartiendra au cercle ^siToRa» \ la fois, 

ji=:B et C^o. 
Tout cela s'accorde arec les principes connus. 

Supposons que les ax.es des coordonnées soient deux diamètres 
conjuguijs de la courbe; alors on devra avoir €^o. L'équation (i) 
deviendra 

Ax'+By'^D -, 
«n sorte que les quarrës des demi-dlamitres conjugués seront 
I» D 

"Â * £ ' 
la somme des quarrés de ces demi-dlam^tres sera donc 

A B ~ AB ' 
et le produit de leurs quarrés et du quarré du sinus de l'angle qu'ifs 
comprennent ou , ce qui revient au même , le quarré de l'aire du 
parallélogramme construit sur leurs grandeurs et directions , sera 

AB ' 
Mais . dans la même hypothèse de C=o , l'équation (4) devient 
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et , par la théorie des éc[uations , D. — — est la somme des quarrés 

des deux demi-diamètres principaux , et — S\n.*v est le produit des 
^uarrès de ces diamètres. 

Donc, dans les lignes du second ordre qui ont un centre, i.* 
La somme des t^uarrés de deux demi-diamètres conjugués çueleon" 
^ues est égale à la somme des tjuarrès des deux demi-diamitres 
principaus ; 2.® lie parallélogramme construit sur les grandeurs 
et directions de deux demi-diamètres conjugués quelconques est 
équit'aiMtt au rectangle construit ' sur les grandeurs et directions 
des deux demi-diamètres principaux. 

Soit 

Ax*'^By*-\-Cz^-^s.A'xz+s.S'£x-^2C'xy=D , (0 
l'équation d'une surface du second ordre > rapportée \ son centr* 
«t ik trois axes dent les directions soient telles qu'on ait 
An6.(r»«)=*, Ang.(i,:r)=^ , Ang.(jr ,y)=y. 
£n désignant par r la distance d'un point quelconque de cette 
surface ii son centre , on aura 

jr»+y»-f.x*-f-3jriCos.«+a«jrCos.js4*a*yCo8.y=r*. (2) 
£t la propriété quï caraclértse les six sommets de la surface courbe 
est que , pour chacun d'eux , r doit être un maximum ou un 
minimum. 

Supposons donc que x ^ y , z soient les coordonnées de l'un de 
ces sommets , auquel cas r sera la moitié de l'un des dîajnètrei 
principaux. Soient posés 

x=px , y—qx ; 
les équations (i) et (3) deriendront 

iAp^-\-Bf-^C-\-:iA'q'^iiB'p+2C'pq)z*=D , 
0'*'+7'+ï+2yCos.«-|-2^iCos./S+a/>yCkiSo')s"=/'' > 
d'oii on conclura , par l'élimination de «• , 
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iÀr^_—Dy-\~(Br'—D)q'-{~z{C'r^^DOis:y)p^ 

dîifercntlant cette équation , par rapport à /> et ^ seulement , puisque, 
par rhypolhèse , dr=:o; et égalant séparément à zéro les multipH- 
cateuTï dé d/* tet'dy, il Viendra 

^>»— i));H-(CV— DCos.).)yH-(BV— DCo9.^)=o , 

ce <]Ui donne 

_^ (Ij'r»— DCQMt)CC'r'— PCrts.»)— (Bri— DXBV— DCo».j i) 
'^~ iAr'^l>XBr>—D-)—(C'r^—DCot.Yi' ' 

_ (B'r'— DCos.fi-) (C'y— DCo».y)— (yJ>«— D) iA'r>-~DCot.»i) 
?~ (^r»— i>)(Br'— />)— (C'r"— l^Coa.)-)» * 

substituant ces valeurs dans l'équation (3) , elle deviendra 

(^/■•— D)(Br'-:-D>(Cr'— D)+â{^'r»— DCoï.-) ( B'r'-^ltCot.fi) (C'r»— DCo». y) 
-(^r»-D)M'r*-DC«.4)«-<Br>-D)CB'r'-DCos.ft'-£Cr«-D)(0»-DCoi.y)'=o, 
ou , en dértbppjmt et ordonnant , 

i ■(ÈC-^J")-i-2(B'C'—AA^Cos.» 
~D}-{'(CA-^B^')-h2(C'Jé'~SB')Cos./i j 

• [+{JB~O')+2(A'B'^CC')C0S.y] 



i AS'm.'M^2j'{CQS.m — Cos.fiCoa.y) 

o4 



C4) 



H-Dx-f-BSin.V— 2B'(Cos.;*— Cos^Cos.-) 
f -^-CSin.'y — aC'(Cos.y — Cos.«Cos.^) 
'• — D'(i — Cos/« — Cos."|8— Cos.VH-3Cos.«Cos.;aCos-y)=o. 
Les six racines de cette équation , lesquelles seront j deux k deux, 
égales et de signes contraires , seront les distances du centre de la 
surface courbe à ses six sommets , ou , ce qui revient au même, 
ses six demi-diamètres principaux. Les trois valeurs de r* , substituées 
dans celles dep el y , donneront , pour ces inconnues , trois systèmes 
de valeurs;»', 9' t P'' > ^" t P"' t h'" > ^' ^1"* *" directions des 
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diamètres principaux seront donnés par les trois systèints d'équationc 

f=^q'z i yzsiq"z ; yi=^^z ' 
On sait qu'une é^'atiôn du troisième degré ëtant 

pour que ses trois racines soient réelles et inégaUs , ilfaGt (ju'ôti-ait 

en appliquant cette eondilioa aux valeur^ de,r*ydQnnëes par , l'équation, 
(4) » on se convaincra qu'elles sont , toutes trois, réelles , et qu'ainsi 
on peut juger de leurs signes par. les signes dés termes de cette 
équation. . ■ » 

L'équation (i) appartiendra kVélî^Miâè ; si les trois valeurs de 
7-1 sont positives; elle apparttepdfK "À i 'l^^^flri«/aC/0 xiLwuifujjijpf^ - 
si une seule des valeurs dé r* esb. nëgatifc ; elle appartiendra à 
Vhyperboîûïde à deux nappis , ^i «ne seule des valeurs de r* est 
positive ; enfin l'équation (i) n'exprimera i:ihMlimw?nV^TiBa-t-.. y le^s 
valeurs de r* , données pu T^^^a (4)V«ont> tdHtes trois négatives ; 
c'est-i-dire, si tous les termie».^' cf^ .^qjfjlfioii'ontje même signe. 

Sî deux des vaUurs de r* sont égpleç ; c'ast-i^dÎF^ si y en con- 
servant les notations qui viennent d'être employées > on ai 

l'équation CO appartiendra-^'une surface de. révolution.. Sî enfin les 
trois valeurs de r» , étant posîtires, sont égal^.enlre -clks^ jce-qui 
arrivera , si l'on a ^ à la fois 

r^oation (i) .appartie;idra à ui^ s^èffe< 

Dans le cas particulier où les;3xes des cpfttdonnéeSu^eipQt xectMr.i 
gulaires , on aura 

Sin.«=i , Sin.,a=< , Sui.>=ïi , 

* €os.v=ro-v OtBr:jn=a,—€asry=i5-r — — 

d'où . :■. .1 .■ ' . : , ! ' r > 
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{ABC+iA'B'C'—^A"-BB"—CC"),' 
—XUBC+CA+AB—A'"- Bi'—Cyt 
+D'(A+B-\-C)r'-V=o ; 
_ ^'C'r— ffcBr-— P) _ BOr'—AHAr'—Di 

f~''\Ar'—D)I.Br—D)—0'rt ' 1~ ' l,Ar'—D)(fir-~tn-^0'rt ' 
r^ullsts qui , aux notations près , coïncident parfaitement avec ceux 
qui ont été donnes par M. Bret (*). 

Supposons présentement que les axes des coordonnëes soient trois 
diamètres conjugués ', alors on devra «voir 

A'=o , ^'=0 , C'oo j 
en sorte que l'équation (i) deviendra 

A:i'+Bx'+Cz'=D î 
les qoarrés des demi-diamètres conjugués seroot donc respectÎTemeat 
D D D 

Zi ' â ' C '. 
et l'équation (4) deviendra 

ABCr'-D{BC+CA+AB)r> 
+D'(^ASm.'M+BSm.'f+CSia.'r)r^ 

— i)*(l Cos.»— C0S."jS CoS.*y-HaÇ0S-*C0S.llC0SO') = O , 

_£.£.£ (i_Cos.'*— Cos.»^— Cos.*r4-3Co».«Cc»./iCos.>.)=oi 

d'où l'on voit, par la thëcffie des Squattons , que U sonuBe <tea 
oturrés des deoù-diamétrea principaux est 

£+£4--; 

A B^ C ' 

(*) Vo/es les pages 33 et t44 du a.* volume des Amulti, 

que 
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que la somme des produits de ces quarrés deux il deux est 

_ ._ s,u.-^ - - S>n.>,+ - •- S,n.-v ; 

et qu'eniin le produit de ces mêmes quarrés ou le quarrë du produit 
des demi-diamètres principaux est 

— • — ■ — (i — Cos.'«— Cos.*iJ— Cos.*i~t-3Cos.«Cos.^G>s.s-). 

Donc « dans les surfaces du second ordre qui ont un centre, i.** 
La somme des quarrés de trois demi-diamèires conjugués quelconques > 
tst égale à la somme des quarrés des trois demi-diamètres principaux ; 
a," la somme des quarrés des aires des trois faces adjacentes à l'un 
des angles trièdres du parallélipipède construit sur les grandeurs 
et directions de trois demi-diamètres conjugués quelconques , est 
égale à la somme des quarrés des aires des trois faces adjacentes 
i Fun des angles trièdres du parallélipipède rectangle construit sur ' 
les grandeurs et directions des trois demi-diamètres principaux ; 
3." enfin , le parallélipipède construit sur les grandeurs et directions 
dp trois demi-diamètres conjugués quelconques j est équivalent au 
parallélipipède rectangle construit sur les grandeurs et directions 
des trois demi-diamètres principaux. 

Ainsi , en dénotant , pour plus de simpiiciti! , par a , B , c,}es 
trois demi -diamètres principaux , et par a' , 1/ , c' trois dentï- 
diamètres conjugués quelconques', on aura les trois équations 

• a'*-^h'*-^c'^=a'-^h*'\-c' , 

^VSin.»«+c^'fl'"Sin.»^+«i'»i/»Sin.V=5V*4-r'a'+<ï"iJ' , 

fl''^V*(i — Cos.'» — Cos.'iî— Cos.'>~f-2Cos.«Cos.j3Cos.y) = fl*iV* ; 

sur quoi il faut remarquer que quelques-unes des -lignes a , a' y ^r 
if y c y c' peuvent être imaginaires , et qu'alors leurs quarrés sont 
négatifs. 

Tùm. ni l6 
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ANALISE TRANSCENDANTE. 

Second mémoire sur les facultés numériques ; (*) 

Par M. Kramp , professeur , doyen de la faculté des 
sciences de l'académie de Strasbourg. 



I. JUes produits dknt les facteurs procèdent suivant une progression 
arithmétique , et que jVi nomnn's Facultés numè.rùjues , n'ont pas 
été inutiles au pro;^'ijs de l'analisc. Ils ont servi à exprimer , par 
un seul terme , et h trouver , d'une manière fort simple , les valeurs 
numcfriques de toutes L>s fonctions transcendantes qui dépendent da 
cercle, aussi bien que quelques classes , très-nombreuses , d'intégrales 
'définies. Il s'en faut de beaucoup que celle mine soit épuisée. Le 
langage de l'analise transcendante a été borné, jusqu'ici, aux seules 
idées de fonctions exponentielles et de fonctions circulaires ; et îl est 
naturel de considérer cette extrême pénurie , comme une des causes 
principales de l'impossibilité oli nous nous trouvions de résoudre le 
plus grand nombre dos problèmes qui se présentaient à nous. Les 
facultés numériques viennent, fort \ propos, pour enrichir ce lan- 
gage , et pour étendre ainsi le domaine de la science. 

2. J'ai prouvé, dans un premier mémoire, que toute faculté itaifr 
réductible à la forme très-simple i^'' ou y\ ; mais, comme les 
facultés de cette dernière forme ne dispensent pas de la considération 
des autres ; afin de faire correspondre une différence de dénomination 
à une différence de symboles, j'appellerai, à l'avenir , i^^r/ffr/VZ/fj 
les fonctions de la forme générale a^''' , et je réseireraî exclusivement 
le nom de Facultés numéritjues , ou simplement de Facultés , pour 

(*) Voj'ea la page première de ce volume. 
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daigner les fonctions de la forme i'^" ou j!, auxquelles se réduisent les 
premières, dans le cas particulier où l'on a û=^i et r=i, 

3. La faclorielle o"" ou fl(fl+r)(a+2r)(tf+3r)...-....(aH-mr— r) 
peut toujours être développée en une série de la forme 

a'"+Ja""'rH'Ba'"-*r*+ +3îr''. 

J'ai fait voir ailleurs (*) que , dans le cas d'un exposant infiniment 

petit, les coefBciens y^ , B, C, devenaient ces nombres même 

dont l'usage , dans le calcul sommatoire , a été remarqué par leur 
illustre inventeur Jacques BemouUi. Mettant àtn à la place de m , 
et désignant par — B,dm , — 5, dm , — B^Am, . ... les valeurs que 
reçoivent les coeiHciens -A , jff, C ,,..., dans le cas d'un exposant 
infiniment petit, on aura 

7=S, , 

L=^B,—2B, , 

i=5,— 35.+3P, , 

et en général 
~=B,--B,+ - •— B,--'^-^B,+...±-S.. 

n+l j' la 'la A * ' — i" 

"Ea faisant le calcul de ces nombres , on verra que tous ceux d^un 
indice impair , tels que £^ , ^, , £,,.... sont égaux à zéro , k 
l'exception du premier B, qui est f ; et que tous ceux d'un indice 
^uir, savoir B^,B^ ; B^ ,.., .sonlalternativement/JOwV/yiet négalifs. 
Jlieurs valeurs sont ^ 

-».=H-TT.-P.=-7^, ^.=+7^,-5, = -;^, 

4. Les riopibres de BernouUi nous mènent naturellement aux 
deux fonctions, que j'ai désignées par ht et Vt. La première A/, 
par laquelle nous exprimons la série 

B,i-\-B,i^-\-B^t*-irB^t^-ir...., 
sert i trouver la première dériver de la factorielle a^l'" , dans laquelle 
nous regardons l'exposant^ comme la variable de la fonction. En faisant, 
pour abréger , fl-t-r^=/ , on a 

OWoyet.Ltémemd'arithmiti^at universelle, page 'â6o , u."* SÙj «t «uîvaa». 
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La seconde T/ , par laquelle nous représentons la série 

iï»/+-;5</'4-75ar»H-;5,/'+ , 

est liée avec la première , par l'cquatlon linéaire Irès-simple 

Elle esl essentielle pour trouver le logarithme naturel de la facto- 
rieile tP^''. On a , en eiFet , 

Logc»»!')^ — r(— Los''H-(f -- i- )l«6-^ -r -^ +r j. 

5. Le logarithme naturel de la factorîclle a^^'' que, pour abréger, 
nous représenterons simplement par ï" , est remarquable par là 
forme de ses dérivées successives. On a' d'abord 

DLcg.J'=Log./— A— : 

sur quoi on peut remarquer que c'est l'expression de la somme de 
fractions 

-4-—+-^+.... + —, 

B o+T fl+ar ' t—r 

lugmentéc de Log.a — A — . Si ensuite , pour abréger , on désigne 

simplement par £-^ , la somme infinie de fractions 
r" r" m- r" 

"(" ((+0" CH^ (ï+îô" * 

on aura / en faisant toujours ^^'''=1' , 

D'Log.A'=+ ^ ;: » 

D'Lo6.r=- 2% ^ , 
D*Log,r=-h 6£^ , 

(*) La IfUre D est emplojce ici comme signe de ckrivaiion ; en aorta 
qu'en général 



y Google 



NUMÉRIQUES, 417 

D>Log.r=_ 24ï-^ , 

D'Log.r=>+-i2o2— , 



6. Ces sommes de fractions, se trouvent facilement» par les for- 
nules connues. On a , en cfîet , 

ri r-* ri ri r" H 

*ir = 17.+:? +3». ;: +'»^- ? +-^. ?-+••• . 



Toutes ces séries peuvent être regardées comme convergentes ï 
Tolonté , attendu qu'on n'aura qu'à calculer k part quelques-uns 

des premiers termes de £ — , et employer ensuite la formule , pour 

trouver la somme des autres. Lorsque , dans ces formules, on suppose 
il r une valeur imaginaire , on est conduit à une suite de théorèmes 
du plus grand intérêt dans l'analise , et sur lesquels nous reriendrons 
en son lieu. 

7. En désignant par la série 

Ay^By^-\-Cy^-\-Dy^-\^ 

ordonnée suivant les puissances âe l'exposant y , le logarithme naturel 

de la faclorielle tf''''' , les coeificiens A^ B , C^ D, seront ce 

que deviennent les dérivées de ce logarithme, dans le cas de y^o^ 
ou de i=a , respectivement divisées par i, 2, 6, 24, 12Q,>..* 
On aura absî 

>rf=Logtf — A—; 

a* ' 
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De Log.ûîS'" «n passe facilement à cette factorielle ellê-mime ; el > 

si l'on représente par 

i+^'y-^BY+(^'y'+DY+ 

la série qui l'exprime ^ on aura 

2B'-ÀA'+2B . 
ZC'=AB'+2BA'+3C , 
/jy-AC'+zBB'+ZCAf+l{D . 



8. On peut remarquer , au sujet des nombres de BemoulU , que 
les sortes que nous allons cli^sïgner, et dont nous ferons un itsage 
fréquent , dans le calcul sommatoîrc , sont toutes parfaitement som-- 
mables. En faisant, pour abréger, p'^^r , on a 



■ I.a ' * i.a.3.4 ' " I.aJ.4.5.6 
^. +^4- - +^6-47 +....=+--7-^ , 

^'- r+^-rs +^'Ti34:5 +■■■■=-/. -^-5=^ - 

B ^ . B Jl-I-B ■^' I ^4 »<^M-..«M—H-) 

B, +«..-+B... ;^^+....=-t-- jj^;^; , 

et ainsi des autres. La loi que suivent les coeffiolens des polynômes 
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fonctions de x qui entrent dans les seconds memWes se présente 
assez naturellement j on a , par exemple , pour le dernier 
57 = 5.1 + 3.26 , , 
302=4.26+ 3.66 , 
3o3=:3.6&4- 4-26 , 
57=3.26+ 5. I i 
et ainsi des autres. La seconde de ces séries a ixi donn^ par Euleh 
( înst. caîculi differentioîis , part. 11 , chap. Yl , §. i63. ). De 
celle-ci j'at dédoit la première , par intégration , et les autres , par 
des drfférentîations successives. 

9. Si , dans la première de ces séries , on suppose ^=2^^/31 , 
on -est conduit à celle qui suit: 

Loiï.-î-=45,. — — i65^.-î^ — 1-645.. — î^ — ...... 

Cette série , peu connue , est peut-être la plus convergente de toutes 
celles qui font connaître le logarithme du sinus d'un angle proposé. 
La supposition de y imaginaire , appliquée aux autres séries , cordait 
aussi à des théorèmes fort intéressans. 

I o. Ayant trouvé le logarithme naturel de la factorielle d^'' égal à 

_r(.-i.o8.«)+(i._i.)Lo6.4._rf +r f , 

la lettre t désignant toujours a+ry , il importe d'examiner ce que 
devient cette expression , dans le cas d'un exposant imaginaire. Soit 
donc y^^ff^i^ , h lettre i désignant la racine quarrée de moins un ; 
on aura 

L06.(af +"!')= W-'?)(Lo6"»->)+(p- ;^ + 7 4-.V ).Log.:±î^' 

-ri^+r— f— . 

Ici , SI 1 on fait 

Tang.,= -g-,- 
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lMg.(a-t-pr^i'/r)=Log.k-\-i9 , 
le logarithme de i/-*-'''^' prendra donc la forme d'un binôme M-^iN, 
dans lequel on aura 

M—p{—i+1'0^.a)-\-(p~ -+^jLog.- — ff— r ^ 

— 5..jSm.*-54,^Sin.3*— 5a.^SiD.5f— .... ; 

les deux séries sont convergentes à volonté. 
II. Ayant ainsi 

il est visible qu'on aura 

Log.(û'-'fl')=-^— ''^; 

ce qui donnera 

Log.(fl^"'0Cfl^-'"')=2itf , 

d'où on conclura 

^p:^j^ ^i^»** =Co5.2iV4-ïSinjiV. 
Dans le cas, très-frëquent , de /»=o, lequel donne 

/:»=a»+y»r» , Tang.p= — ; 
on aura 
;» = (-^ — -^ ) Log. -^ -^»-r ^ +B.. j CosH-B,.^ Cos.3»+.. , 

jf=^(-.+Lo6-<')+ ( 7 — 7 ) H-j>Log. j -B..-^Siii.f-B4.-^ Siii.3»-... 

et par suite 

Log^-'«'=Jf— /iV ; 
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d*o4 

aiq\r 
L0g.û'ï''"X<2"4""=2M , Log. -^ =2iN, 

12. Quelles que soient la base a et la dlfTércnce r , la faclonelle 
tt*'''" , dans les deux cas de r positif et de r ndgatif, qui doivent toujolirs 
être soigneusement distinguf^s, sera réductible à la faculté i-''" , pour 
laquelle nous avons proposé la notation très-simple y\ , devenue 
nécessaire! par l'usage très-fréquent de ce genre particulier de fonc- 
tions, dans la plupart des opérations de haute analise. Pfous avons 
observé , dans un premier mémoire , que le passage des factorïelles 
aux facultés s'exécutait au moyen des deux formules 

(±-.+y)'. f^y 

La supposition de 0^1 , r= i donne aux formules précédemment 
calculées une très-grande simplicité. On a alors 

Lo6-r!=-y-KH-;)L°«-('+r)-r<+r^ , 

formule qu'on peut rendre convergente ît volonté , en y introduisant 
un nombre entier arbitraire A , qu'il suffira de prendre de 4 >> 6, 
Il viendra ainsi 

ix,g.^!=-A-y-Lo6.(,-H')M.4.(i+i+j,)i:,og.(i+A+r)-r.+r— ^. 

Sur quoi on doit observer qu'il s'agit toujours ici de logarithmes 
naturels. ^ ' 

i3. Si, dans cette supposition de fl=r= i , l'exposant y prenait 
la forme du binôme imaginaire p-\-iq , en posant alors 

A» = (i-hp)'-H% Tang.*=-î-i 

'Jlf=_^(p+;)Los.i-,^r.+B. 2îiî+j.^+... , 

JV=-,+(H-f)H-?L<.g.*-5. ^-£. ^- . . . , 
il Tiendrait 

Tm. m. ■ 17 
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LoS.(p+i^)'-=M+iN , Jj>s.(j>—i't,'-=M—iIf. 
Posant , de plus , />— o , ce qui donne 

k'-=t+f , Tang.«=^ 

JI/=lIx,g.*-?»-ri+fl,-r-'+^.-r-7-+ 



„ Sin.p _, Sin./ia 

N=-,+ -:f+,U>B-l'-B.—^ •S.-1J5- + 

on aura 

ce qui donnera encore 

l4- Le logarithme de y! pouvant toujours être développa en une 
sërie do la forme 

Jy+By-+CY>+Dyi+ , 

on aura dans la cas actuel de ii=r— t , 

— A=Ai =B ,+B ,+B,-i-S,+.-. , 



+2fl=i+;+; +77+—= 
— 3C= 1+ ; + r; + f. +•■■• = 

+^i>=l + ;i + i^+^; +....= 
-5£=, + ^ + ;;; + -V, +....= 

+6f=i+n+n;+nb+- = 



+;+3B,+ 4B4+ 6 B,+.... , 

+ r+3B,+io54+3t B,+ 

+k+iB,+2oB,+ S6B,+~~ , 
+;+5fl.+35S,+i36B.+,... , 
-(-;+GS.-l-56a,+25aS,+.... , 



Les valeurs numériques de toutes ces sommes de puissances sont 
connues et calculées ; quant à celle de Ai , elle est 

o, 57731 56649 

On sait de plus que les sommes à ind'ce/>i»'r-sont réductibles aux 
puissances paires de «r \ d'où l'on obtient 
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B=+2B..— , 



^=-=■'«'■7114 ■ 



F=+:i'B,.- 



i,aA4.5.6 

/f=-2'B,.- 



' i.a.3.4-5.6-7.8 



Quant aux autres coeHiciens j4 tC , E ,..,. l'analise ue nsus offre paf 
les mêmes moyens de les obtenir ; il faudrait , pour y' parvenir , 
interpoler ]a série des nombres de Bcrnoulli , d'après une loi pro- 
bablement fort simple , mais qu« nous ne connaissons pas encore. 
i5. Ayant 

on doit avoir 

Log.(-r)'=— ^H-^r*— ^/4-i>r*- j 

de U rësulte 

en changeant y en /y , on aura de même 

Log (+0')! X C— »»• =— 2^/*+-^j'— a/'/H- • • • • • 
i6. On a vu (8) que 

J..^+g..-47+J.-T7TrA+-—Log- '-''-'"-■ 
' t^ * ij.3.4 ' 1.33.4.3.6 ' y 

E!a remplaçant y par t'y , on aura, après les réductions connues,' 
—S,.'-+B,.-^-B.. f' „ +....=rLog/ - Sin. i \. ■ 

1.2 • i,xâ4 i.a.3.4-5.6 \ y * / ' 

Les niductions appliquées aux valeurs des logarithmes de (-\~yyi( — yY- 
et de (H-îy)!(— iy)! qu'on vient de trouver , conduisent aux deux 
théorèmes très-importans qui suivent ; 



y Google 



^^^ FACULTES 

JHÈORÈME I. (4T)!(-rr)!=£^- 

THÉORÈME IL (+//)!(- 00— ^»j!!f->7 • 
Les principes généraux élant poses , proposons- nous la solution 
générale des deux problèmes qui suivent : 

17. PROBLÈME L Évaluer numériquement le produit 

continué à l'infini ? 

Solution. Ce produit se diicompose dans ceux-ci 

a — 3: (1— j:+r a^X'^ir a^x^'Ar 

a ' fl+r a+ar a-^'ir 

a+x ^+x+r Q+x+^r o-hr+3r 

a ' a+r a+ar a^-ir 

dans mon Analise des réfractions , je les al réduit respeclîve- 
ment à 

Ça— J) ''' fa-t-<) 

(infinj-) *■ (in6n.r) ^ 

ce qui rend le produit cherché égal au simple produit des deux 
factorielles ■ 

-I' -t\' 

il ne resU donc plus qu'à réduire ces factorielles aux' facuWs , ce qui 
se fait 4 l'aide des formules ci-dessus (12). En posant , pour abréger, 

!L. i^=f ^ OB- trouvera . 

r 

-1' i< - -'I' r -T 

(fl-x)''= L r' , (»+!) ''= i^ r i 
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d'oÎL on conclura 

(o— I) '.(<.+:r) =- — ^^i 

(/-rX^+r) 

la solution du problème propose sera donc rëduite h ta détermination 

des trois facultés/! , (/— — f , (/+^ ]■ dont on trouvera les 

valeurs numi^riques toutes calculées , dans la table donnée ii la page 6 de 
ce volume. (*) 

i8. PROBLÈME IL Évaluer numériquement ie produit 

continué à t infini ? 

Solution. £n continuant de faire 1^/, il suffira de rem- 

r ^ 

placer j:pari>, dans la formule qu'on vient de trouver. Le produit 
demandé deviendra égal à 

(*) Depuis l'imprewion d* la table de M. Beuel , nou* nom «omniet aperçu qùtf 
M. l*gendre dans ses ExereUts de calcul intégral ( Paris, i8li), atail publié 
une table du même genre , et nous venons d'apprendre qu'une pareille table venait 
aussi d'être calculée par M. Gaus». Voilà donc iroîs géomètres du premier :ordre 
qui , faute de moj'ens rapides de communication , ont consomma un temps précieux 
en de pénibles calculs , pour parvenir aux mimes résultats. 

M, Legendre , dans sa table , désigne par a^i ce que M. Kramp représente 
par y , et par r ce qae M. Krarap désigne par yU Celle table , calculée* par une 
méthode analogue à celle qui a été indiquée dans b note de la page 13 de cp volumei 
ne conlient les logarithmes de la faculté j'! qu'il sept décimâtes seulement, et encore 
la septième décimale n'y est pas toujours exacte ; on- n'; tronre pas non .fim Jts 
différences des logarillimes qu'elle renferme ; mab ces logarithracs y sont calculé^ 
pour tes valeurs de y- de millième en millième , ce qui rend i la fois les Inier-' 
polations plus fadles et moim fréquemment nécessaires. Les détails dans Inquets 
entre M. Legendre , sur le calcul de cette t^ble , et sur la nature , les propriétés 
tt les usages 4ei pombres qu'elle renCenne , sont d'ulleurs.du plus grcnd intérêt. 

J, D. G. 



y Google 



1=6 FACULTES 

Les logarithmes des dr-ii:i facultés du dJnomînaleur sont rëductîMes 
aux formes M~~iS et M-\-iN , ce qui rend le logarithme de leur 
produit égal à 2M, Il serait fort à dciircr que quelque calculateur 
courageux voulût calculer les Binômes JI/H-/A'=Log.r/y! , pour 
toutes les valeurs de y depuis o jusqu'à 1 , de même que nous 
devons i M. le professeur Bosse! une table des logarithmes de y!, 
dans le cas d'une base réelle. En attendant, la série (i3), qui a 
ravantage d'être convergente à volonté , nous fournit un moyen très- 
expédilif de trouver la valeur numérique de 2.1/", logarithme du 
produit (^y—^j!^/+ y j!. 11 faudra, pour en faire usage, 
dëtermloer l'augle 9 et le coefficient k de manière qu'on ait 
Tang.f=-îl , A"=--!±il, 



jEjs qui donne 



rCo«.f ' 



M=--+,+ 



19. Appliquant la solution de ces deux problèmes au cas partî- 
euUer de (i=r=*, qui donne /=o, et qui rend (i5) la variable 
j's: - , d'où •ysjT , on sera conduit aux théorèmes très-connus , 

démontrés par Eoler ( Jntrod, in, anali. infin. , i." partie, n.*» i56 
et suiraus. ) ; savoir : 

w=,(.-j;x.-,^)(.-^).... 



, Google 



NUMEEIQUES. 

'■^•-(-r.)(-+£X-p)- 



20. S! dans (17) on fait a^—, r=« , on aura, d'un côte, 
le produit 

(-^)(-|S)(-^)(-.^) 

continué Jk lluBni , leijuel , par conséquent , sçra égal à ce que 



deTÎent la fraction 



par cette supposition qui donne 

L» faculté/! deTJentainsi 3(7) !=\/ïr. La foculté [/-^— jîdeïîcndr» • 

et le produit des deux facultés f (- — Jî et [ — — - y. sera 

(.6) 



Sin./ 



Co<^ 



■•(f-0 

Apr^ avoir employé toutes ces réductions, on sera conduit au théorinm 
très^connu. 
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c»-(-^T.)(-^x-^: 



\. 



21. Et si, dans cette dernière formule, od change f en {^ , elle 
deviendra 

formule connue depuis l'analise d'£u]er. 

22. Les fonnules (17) et (19) nous conduifent aux deux théorèmes 
qui suivent 

^çi — X} 

Ces deux fonnules, qui sont identiques entre elles, procureront ï 
ceux qui TOudront s'occuper de la construction d'une table des facultés, 
pour les fractions décimales comprises entre o et i , l'avantage pré- 
cieux de diminuer leur travail de moitié , en ne les obligeant i le 
pousser que jusqu'à A=:f=o,5; ce qui donnera, en outre, une 
grande convergence à la série qu'on est obligé d'employer pour le 
calcul de cette table. En changeant k en ih , on aura pareillement 

33. Le théorème suivant mérite d'être remarqué ; il concerne le 
produit x\y\ de deux facultés dans lesquelles la somme x-\-y des 
exposans est un nombre entier quelconque , pair ou impair. ' 

Dans le cas d'une somme paire ^ soient x=a-\rh, y'=-a — h ^ et 
par conséquent j^+y=ao ; la lettre a pourra alors désigner un nombre 
entier quelconque » et A une fraction moindre que l'unité. Cela 
posé, on a 
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OU 

(flH->S)!=(+i5)!(i+A)(2-(-A)(3+A)....(fl+^). 
(fl--AM=(.— A;!(i— ÂX^»— ^0(3+A)--.(«— ^)î 
on aura donc (16) 

«!/= ssr^'-*"'(''-*'^^9~*"^ ''''~*"^- 

Dans le cas d'une somme impaire , soient poses 
te qui donnera 

iT+y = 2(2+1 , 

a pouvant désigner un nombre entier quelconque. On aura aloi» 

y!=(û+i_*)!=(i+A)!(i-A)-<' , 
en 

*!=(:+A)!(!+*X;+«(J+fl •■•■(^+« ) . 

y=(;-«;-«;-«x;-A) •••• (^' -* ) î 

A>n« («2) 

SI , dans le cas de j>4^ pair , A se change en / A , ce ' qui donnera 
toujours x-^^^2.a , a étant nn-nomlnv entier quelconque , H viendra 

'!r!= ;)néi3i<'+*')M+*">(9+*'> ■• • • (""+*■) • 

51 le même changement arrive*^ dans^le cas dç jr+y impair , en sorte 
'Tom. ÎIU ' 18 
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qu'on ait toojours x-\-y=2a-\-i , a étant un nombre entier quel- 
conque t >l viendra 

-'y- = .-s^(;+''')(;+a')Ct+''-)C" +*■)• ■ • • { '^+i-\ . 

2^, L'aiialisc que nous venons de développer n'est nullement bornée 
au cas proposé-; et si l'on demandait soit la valeur du produit 

soit celle du produit 




continué à ]*inlini , on la trouverait encore, en suivant rigoureuse- 
ment les mêmes principes. 

25. Jusqu'ici nous avons fupposé que les facteurs de nos factorielles 
constiteatant toujours une progression arithmétique du /rcmiVr ordre; 
c'est-à-dire , une progression ayant ses premières différences cons- 
tantes ; et c«r5 sortes de fonctions peuvent être appelées Factorielles 
du premier ordre. On peut aussi imaginer une suite de facteurs 
constituant une progression arithmétique du second ar^vt \ c'est-à-dire, 
une progression ayant ses secondes dilTërences constantes, telle que 
^ * 



If terme qui répondrait à l'indice n serait alors 
a~\ b-\ . c. 
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Ua semblabU produit pourrait Être appelé FactorieUes au second 

ordre ; et , pour peu qu'on suive le développement de la plupart 
de DOS séries , on verra que ces factorielles , de même que celles 
des ordres supérieurs y c'est-à-dire , celles dans lesquelles se sont 
les diiTérences d'un ordre plus élevé que le second, qui sont cons- 
tantes t doivent se rencontrer très-fréquemment. Ueuieusement toutes 
ces factorielles sont réductibles à celles du premier ordre, moyennant 
une décomposition analitique fort simplç. On peut toujours , en 
effet, pour le second ordre, déterminer les deux premiers termes 
^ , y*' , et les deux premières différences r , r' , de manière que 1« 
terme général 

a— I , , n— 'I n— a 

a-\ p+ — . € : 

lia 

devienne équivalent au produit 

indépendamment de l'indice n, 11 faudra , pour cela , résoudre les 
trois équations 

AA'=za , Ar^-^A'r^i—\c , rr'^kc ; (*) 
on aura alors 

à^AA'\ ' '' ■' 

ar^zh-\-c={A-\-zrXA'-^2rf) , 



en sorte que la factorielle proposée du second ordre deviendra le 
simple produit 



(*} Le* inconinwt A, A',ry r' de cci trois équations ^tant su nombre dequslie, 
on pourra diaposer d« l'iiiw d'eilei pour rendre les vaieuri dei anlros le* fiuê 
Mmplc* poulbles. 

J. D. G, 
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de deux factorieKes da premier ordre , et rentrera , comme telle , 

danx la théorie qui vient d'être développée. (*) 



ANALISE TRANSCENDANTE. 

ExaTTten d'un cas singulier , qui nécessite quelques 
modifications dans la théorie des maxima et des 
jninima des Jonctions de plusieurs variables; 

Par M. J. F. Français , professeur à l'école impériale de 
fartillerie et du géoie. 



OOIT 

et soient poses , pour abréger 

(è>" (t)='- (Tr.)='-> (t^)='' (^)='- 

Les conditions que l'on prescrit ordinairement , pour le masimum 
ou le minimum de la fonction x , sont 
p=o , 1 

=o,r 



I (i) rl—s'>o; ' (î) 

9=0 , 



(*} Ce que M. Kramp appelle ici FactoritUes de différent ordres eit ce que 
Yandcnnonde avait déjà appelé Puisiances de différent ordres , avec celte dif- 
férence seolenient ijoe le* factorielles de l'ordre n sont des puiitances de l'ordre* 
n-^t. Aifui f «UTBiit le langage de M. Kramp , lei puiuuicea du premier ordre , 
c'e«t-ii-dire , les limplea puiuancet que l'on considère dani les ëlés&Di , lont dce 
factorielles de l'ordre xiro. 

ë. D. G. 
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ET MINIMA. i53 

ne qui assujettit r tl t a être de mêmes signes ; et slors le maximum 
ou le minimum a lieu, suivant qu'on a r<o ou r>o. 

Je me propose ici de faire voir que la condition (2) .exÂge trop ; 
et qu^, pourvu que ri — j' ne soit pas négatif , cette quantité peut 
6tre nulle . sans que le maximum ou le minimum cesse d'avoir lieu. 

La règle en usage pour la détermination des maxima et minimo 
ne se rapporte qu'à des points isolés : elle est en défaut , lorsqu'il 
s'agit d« déterminer une suite de points maxima ou minima , for- 
mant une courbe continue. On se convaincra aisément de la vérité 
de ce que j'avance-, par l'exemple suivant : si l'on fait tourner une 
ellipse autour d'une droite parallèle au grand ajte , considérée comme 
axe des z , le sommet de_ l'ellipse décrira un cercle dont les coor- 
données parallèles à l'axe des z seront évidemment des - mori/na ; 
cependant on trouve , pour ce cas ( comme pour tons les cas sem- 
blables ) r/-— j*=o. Je vais expliquer la raison de cette singularité, 
•t compléter ainsi les conditions qui doivent indiquer l'existence des' 
maxima et minitna. 

La première condition pour l'existence d'un maximum ou d'un 
minimum est d'avoir à la fois ^=0 , ^=0 ; ces deux équations 
déterminent les coordonnées * , y , correspondant au maximum 
ou au minimum cherché , lorsqu'il ne s'agît que d'un ou de plusieurs 
points isolés. Mais » lorsqu'il doit y avoir une infinité da maxima 
ou minima , formant une courbe continue, les deux équations /' = o,' , 
y=o doivent être de nature è être' satisfaitts en même temps, sans 
quoi il n'y aurait plus qu'un jnombre limité de solutions ; il faut 
â«ic que ces deux équations aient lieu , par un facteur qui leur 
toit commun ; ainsi , on devra avoir 

p=PF . ^=qF î (3) 

J' étant le facteur commun qui, égalé ^ zéro, remplira à la fois les 
deux conditions (i)} et P, Ç, F pouvant être des fonctions quul- 
conques de jr et y. 

L'équation qui déteminera les maxima et minima sera donc 
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-f=o ; (4) 

on lirera ensuite des équations (3) , par la dlA'ërentlatîon , en ayant 
cgard k l'équation (4) 

retranchant du prodaît des deux équations extrêmes le produit des 
deux autres 1 il viendra, en réduisant 

r/— j" = o ; (6) 

la condition (2) ne sera donc pas satisfaite. Examinons si néanmoins, 
dans ce cas > le maximum ou le minimum ne pourrait pas avoir lieu; 

Soient a , b des valeurs àt x^ y qui rendent :: maximum, ou 
minimum; et soient respectivement « , js des ' variations simultanées 
et très-petites de ces quantités , répondant à une valeur de z voisine 
de ce maximum ou minimum, A cause des équations (1), on aura 
simplement 

Il faut pour le maximum , que cette quantité soit toujours plus petite 
que 9ia,b) et pour le minimum^ qu'elle soit toujours plus grande , 
quels que soient d'ailleurs les signes de « , A , pourvu que ces jJeux 
variations ne cessent pas d'être comprises dans des limites très- 
ressérrées. On conclut facilement de là qu'il. faut que la quantité 

r-»+a*jM-fi8» (8) 

conscrvs toujours le m£me signe négatif s'il s'agit du maxtràum , 
et positif s'il s'agit, du minimum ; et on démontre que la première 
condition est toujours satisfaite lorsqu'on a , à la fois 

r<o » r/— j*>o ; 
et que la seconde t'est ^ si l'on a , au contraire , j^ 

r>o , r/— j*>o., , 

Tout cela est parfaitement exact , et ces conditions sont en effet 
suffisant^ , pour que le maximum ou I9 mmimum^ ait lîeii \ mût U 
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ET M I N I M A. j-^Q 
faut ajouter que, si elles sont sîiffisantes , elles ne sont pas néan- 
moins toujours nécessaires ; et que la fonction (8) sera également 
de signe invariable, lorsqu'on aura simplement 

' puisqu'alors elle se trouvera être nn quarr(5 , pris en moins ou en 

plus , suivant que r sera négatif ou positif. 

On doit pourtant remarquer que , dans ce cas , 1» fonction (8) 
peut devenir nulle , pour des valeurs particulières de « et ^ ; et 
il est même aisé de voir qu'elle sera nulle , en effet , lorsque ces 
deux variations seront liées entre elles par la relation 

rH-J/î=o , (9) 

équivalente alors à j«+/^=o. On pourrait donc croire, d'après cela', 
que, lorsque l'équation (6) a lieu , les conditions , soit du maximum 
soit du minimum , cessent d'être satisfaites ; mais il est aisé de se 
convaincre du contraire. Si , en elîet , on élimine \/' entre los deux 
premières équations (5) , il viendra 

<f)-^(S)=o- c-co 

équation qui , combinée avec l'équation (g), donnera 

équation qui fait voir que « , fi sont les coordonnées de la tangent^ 
à la courbe maximum ou minimum , et que , dans ce cas , z doit 
simplement se réduire à ^{a^b). La fonction (8), en vertu de la 
eondilîon (6) reste donc constamment positive , dans le cas du 
minimum , et négaiive , dans ie cas du maximum , pour tous 
les points qui ne sont pas situés sur la courbe minimum ou maxi- 
mum. Les maxima ou minima peuvent donc exister , quoique la 
condition (3) n'ait pas lieu ; et la précédente anaiise prouve qu'il 
en est ainsi, en effet , pour une suite de maxima ou minima ; formant 
une courbe continue. ' ' 
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Nous tirerons de tout cela les conclusions suivantes » saToir : i.* 
que. les conditions que l'on donne ordinairement pour celles des maxima 
et minima des surfaces courbes sont Incomplettes , et ne peuvent 
donner que des points isoles jouissant de cette propriété ; 3.** que 
pour trouver une suite de maxima ou minima , liés entre eux par 
une courbe continue , il faut que p e\ ^ s'évanouissent , par un 
facteur commun ; 3.* que ri — s*~o est alors la condition nécessaire 
pour l'existence d'une courbe maximum ou minimum ; 4' qa'entîn 
le cas que nous venons de considérer est un complément' nécessaire 
à la théorie des maxima et minima des surfaces courbes (*) 

U ne serait pas difHcile d'étendre celte théorie aux fonctions de 
trois ou d'un plus grand nombre de variables; mais comme, pour 
chaque nouvelle variable > il y aurait une condition (2) de plus , il 
faudrait appliquer 1 chacune de ces conditions des raisonnemens 
analogues à ceux quo nous avons faits sur la condition (2). De plus, 
la condition (i) serait composée d'autant d'équations qu'il y aurait 
de variables indépendantes. Supposons que ces équations soient 

Pi—O , ^,=0 , Pi~0 , P4 — O , (ï2) 

O II y a ici une dittînclion k établir. Si , tuiianl Ici nolioni admïtea joaqu't 
présent, le caractère de l'ordonnée maximum on minimum eat que Lot ordonna 
cni^ronnantea «oient touttt plat petiiet ou toutes plus graadts que ceUe-U , lea 
ordonnée* de U courbe considérée ici par M. Français ne seront point proprement 
«tes maxtma ou minima ; mais si , comme il parah plus convenable de le faire , 
on eiig« seulement de l'ordonnée maximum ou minimum qu'aucune des ardonnéea , 
esTironnantcs ne soit plus grand» , eu qa'aiicun« de ces ordonnées ne loït plus 
petitt qu'elle , alors les ordonriées des difl'érens points de la courbe maximum ott 
tainimum deviendront , en eflet , de véritables maxima ou minima. 

Au surplut , quelque parti qu'on prenne k cet égard, la discussion dans laquell* 
•'est cnf^gé M. Françaït , n'en conservera pas moins tout gon inlérér. 

Il conviettt peut-être de rappeler ici qiie , si la condition Tt~s*^=o' ne se 
tiDUTut remplie que parce qu'en vertu de l'équation F=:o , on aurait k U foir 
r^m, j=ro , t=o; on ne pourrait alors rien prononcer sans av«ir aounis A b 
ditcutsion les coeAciens différentiels des ordres ultérieurs. 

j.D.a. 

clic* 
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EQUATIONS DU QUATRIÈME DEGRÉ. iS? 
elles pourront être toutes essentteU£iiient dUlinctes , auquel cas on 
n'aurai qu'un certain nombre de maxîma ou mînima absolument 
déterminé ; ou bien elles pourront £tre ranges en plusieurs classe» 
dont une seule renfermant des équations essentlellemnit distinctes, 
tandis que , dans chacune des autres , toutes les équations pourront être 
satisfaites par l'égalité à zéro d'un seul facteur qui leur sera commun. 
U serait intéressant d'examiner l'inQuence de ces diverses circonstances 
sur les conditions analogues à la condition (3) ; ce serait alors seule- 
ment que la théorie des maxima et minima , dans les fonctions de 
plusieurs variables , pourrait être regardée comme complète. 



ANALISE. 

Remarque sur la résolution des équations du quatrième 
degré par la méthode de M. Wiiossa ; 

ParM.GBRGONKE. 

XJktSS l'examen que )'aî fait, \ la page 5i de ce Volume , de la 
méthode proposée par M. Wronslû , pour la résolution générale des 
équations , j'ai insinué que cette méthode., ou plutât la méthodv 
plus simple que je lui ai substituée , cessait d'être applicable , dès 
le quatrième .degré. 

Cela est Trai , en effet ^ si l'on ne veut , pour faire dispualtre 
les direrscs fonctions de f , qu'employer seulement les deux 
équations 

^»— 1=0 i i+H-f*H-f' = o » 

comme on serait ccmtialnt de le faire ^ sî 4 éiùl ns i 

Tom. 111 19 
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i38 ÉQUATIONS DU QUATRIEME DEGRÉ, 
mierî maïs, comme l'ëquatîon f* — i=»o équivaut à (^»— i)(|,»-|-i^o' " 
et comme , d'après ce que j'ai prescrit sur !e choix de ^ , on ne 
saurait avoir f* — i = o , on doit avoir f*+i=o; or, en ayant égard 
à cette relation , concurremment avec les premières , on parvient i 
faire évanouir toutes les fonctions de f , comme dans le troisiè^me degré. 
Mais puisque , dès le quatrième degré , te procédé ne réussit qae par 
cette circonstance particplière que f* — i est décomposable en deux 
facteurs rationnels ou , ce qui revient au même , que 4 est égal 
h 2.2 , c'est un motif de plus pour douter du succès de l'application 
de cette méthode , dans les degrés supérieurs. Je vais indiquer briève- 
ment la marche du calcul pour le quatrième degré , en réduisant, 
tous les exposans de ^ à l'unité, en vertu de l'équation f*=.—i. 

Soit là proposée 

3r*-4-^x'+?*-h'' = o. 

En posant 

*. = :{+ft>'l.-t!'T.-?^T,î, 

on aura 

(i=(.—i'',—x,+rx,+x,y , 
«1=(— *.+*.— *,+*.)' . 
ii=(+f»i— *i— fiTi-t-jfj' ; 

i'oii 'on conclura , par la théorie des fonctions sytiK^trlques i 
l,+f.+f,=320-+4'-) , 

Uy it t (| seront doAc les trois racines de la réduite 
- l'-i!i(p-+4r)t'+i56l(p'^4r)'+4/>f\t-io^9'-<'- ' 



y Google 



CORRESPONDANCE. i3g 

C«s- trois racines ne sont au surplus que les quarrtis de celles de 
. la réduite ordinaire 

comme il est facile de s'ea convaiiicre , et comme cela doit, être 
en effet. 



CORRESPONDANCE. 

Lettre de M. Do Bourguet , professeur de mathématiques 
spéciales au lycée impérial , 

■Au Rédactenr des Annales; 



MoKsiEUB ET ciieh Confkère > 

J.OUT en rendant justice ^ rélégaijEe ^dc Tanalise qui a conduit M- . 
F. M. à l'intégration des équalîons linéaires d'un ordre quelconque, 
à coeiGciens constans , dans le cas des racines égales ( page 4^ de 
ce volume ) ; qu'il me soit permis de faire obserrer à ce géomètre 
que j'ai , ainsi que lui , démontré cette formule , dans mon Calcul 
intégral , tome II , page 244 (*) t indépendamment d>; toutes consi- 
dérations tirées de la théorie des limites ; et en évitant de faire dis- 
paraître la petite différence k que, dans tous les traités que connaît 

(*) Traite él^menlaîre de calculs difTérentid et intégral , l'nd^fpendant de toute* 
notiom de quantités inHRitésiniales et de limites , etc: Detnc toI. in-S." , par T. B. E. 
duBourguet, officier de l'université. Chezl'aateur, eue Si- Jacçves ,».' iai,etch» 
Madame veuve Courcier , quiù des Augustin» , n." 5j , k Paris. 
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>4o QUESTION PROPOSÉE. 

M. F. M. l'oD aonulle , sans que les quantités ck , ch' , tk* ,.,, . 
deviennent nulles ea roéine temps ; ce qui , comme l'observe avec 
raison M. F. M. , embarrasse taujours les commençans. Ma formule (443), 
qui est la même que la seconde de la page 5o de ce volume , se 
déduit immédiatement de celle (4^6) qui est , en qutlquc sorte , la 
formule mère de cette théorie. (*) 
Agréez , etc. (**) 

Paris, le I3 d'aoftt i8t3. 



QUESTION PROPOSÉE. 

Problème danaîise indéterminée» 

V.In demande quatre nombre»- pairs , en progression arithmétique , 
tels qu'en multipliant la somme des trois derniers .par la somme des 
deux du milieu , on obtienne un produit égal au .cube d'un moyen 
arithméb'que entre les deux premiers de ces quatre nombres. 

(*) Indépendamment de l'oumge de M, du Bourguet , il eiiite nn iraiU în-4.* , 
•or les Équatioju Uniuini , dam lequel t'aoteor, dont j'ai oubLë le nom , expow 
me inët[ioâ« qui loi eit propre ( et qui a principateiiMnt pour but â'élnder la 
difficulté que prëaents le ca* de* racinai ^galea. 

(**) A la page Sg de ce Yolume, on a oublia de faire mention d'une tolmioiii 
MM dÙDonitration y enrojfc par BI. da Bonrguet. 

3. D. C 
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ONGLET SPHERIQUE. t^, 



GEOMETRIE. 

Recherche de Vexpression anaîitique de, la surface 
convexe de Vonglet sphérique compris entre un grand 
cercle et un petit cercle ^ qui se coupent dans tinté- 
rieur de la sphère i 

Par M. ËDELiEAifN , élève de la faculté des soiences de 
racadémie de Strasbourg. 



OoiEHT un grand et un petit cercle , st coupant sons qd angle connn 
quelconque , dans l'intërieur d'une sphère ; soit conduit par le centre 
C de cette sphère ( iîg. i ) un plan perpendiculaire à la commune 
section de ces deux cercles , et consëquemment perpendiculaire 1 
leurs plans. Soit AËBF le grand cercle qui forme là trace de ce 
plan sur la surface de la sphère. Soient de plus AB le diamètre 
du grand cercle donné , £F celui du petit cercle , et D leur commune 
section qui sera , en m^nie temps , le point où le plan du grand 
cercle AEBF coupera la commune section des plans de ces deux 
cercles. Désignons enfin par IK le point où cette commune section 
rencontre la partie antérieure de la surface sphérique , et dont le 
point D sera consëquemment la projection orthogonale sur le plan 
AEBF. Les deux cercles dont les diamètres sont AB et £F divise^ 
root la sphère en quatre onglets , divisés eux-mt^es en deux, parties 
égales par le cercle AEBF ; et les surfaces convexes des demi- 
onglets compris dans l'hémisphère antérieur seront AD''£ , £D''B , 
Tom* Uh 20 
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«> ONGLET SPHÊRIQUE. 

BD'F,FD''A, f&rmani ensemble la surface de cet hé mispliire. Nous nom 
attacherons d'abord uniquement à détemiiner la surface -AD^E. 

Les données du problème seront :r rayon de la sphère ; Ja dis- 
tance CD=a; et l'angle ADE = x, que lêS plans des deux cercles 
forment enire eux. tu abaissant du centre C le rayon CG , perpen- 
diculaire sur EF , et coupant cette corde en son milieu H, on aura 
TCH^aSin.x ; GH=ir— ûSiila ; et , en menant le raj^^o CE , on aura 

Sîn.CED= .Nous désignerons ce dernier angle par k. 

La surface AD''E est ( Bg. s ) égale h la di/Férence des deux surfaces 
ED'G et A.D'G,dontla dernière AD'Gest un triangle sphérique, rectan- 
gle en A, Les angles O' et G de ce triangle se déterminent facilement 

, r>- n CosA TangJt _ 

par les deux formules Sm.D'=: r^— et (jOS.G== . Lasurfac* 

*^ Co».lt Tang.A 

de ce triangle sera 

L'autre surface ED''G , terminée par les deux arcs de grands 
cercles D'G, E'G , et par l'arc de petit cercle DŒ, , fait partie de 
la calotte sphérïque , produite par la révolutioa de Tare GE autour 
de ra.\e CG , et dont la surface est 3»r(r— ^in.x). Cette surface 
devant être à celle de ]a calotte dans le rapport do l'aogle G à 
quatre angles droits, on aura, pour la première, 

G{i— Sinft) 
90» 
■ On aura donc pour la surface AD'E 

Gci-Sin.fc) . .(D'+G 1 . ( IV-f-GSinAi 
90' ' ( 90' i t 90" ) 

£a raisonnant de même sur les trois autres portions de l'hémisphèr», 
on pourra former le tableau suivant : 

( D'+GSm k 1 
Surface AJ)Œ.— x'r']i „ ' >. 
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GÉNÉRATION DE LA PARABOLE. 14^ 

Surface El>'B=^wrViH — î- ' 

^ ^ . ( tV— (180"— G)anA> • - 

Surface BTyF-'-wr'\i-. ^ • î. 

Surface n)'A= ;wr' î i-4 i i-J . 

On en d«id.jil que la dlfFérencè BIVE— AD^ 'ou BI>T— AIVE 
des surfaces convexes des deux demî-ongUts diamétralement opposa 
eit »T'Sin.A=*arSin.\ j d'où il suit que la difTcrence des surfaces 
ponvexes des deux onglets diamétralenaent opposés est ^«roSln.x 
~CirrxCH, c'est-à-dire j équivalente à la zone dont la hauteur 
serait CH. 

A l'aide des formules qui viennent d'être construites , on déterminera 
facilement la portion de la surface sphérique interceptée entre trois 
ou un plus grand nombre d'arcs de petits cercles. 



. GÉOMÉTRIE ANALITIQUÈ. '. 

De ht génération de la parabole , par tîntersection 
de deux lîgries droites ; (*) 

Par M. G. M. Raymond , principal dn coll(?ge de Chambài , 
membre de plusieurs Sociétés savantes et littéraires. . . 



î^OIEHT IX-, lY ( fig. 3 ) deux drtîtes perpendiculaires l'une l 
l'autre , prises , la première pour axe des * , et la seconde poii 

Ci Voyei le mémoire ituéri à l» page 3&> du «cond vokime des Ajinatet , 
•oquel celui-ci fait suiie. 
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i44 GÉNÉRATION 

axe des y. Soît F un point Rxe pris sur IX , et soît F/" une droite 
mobile assujettie h passer constamment par ce point F. Soit T/ une 
autre droit» mobile , coupant la première en M et la droite IX en 
T ; soit menée l'ordonnée MP du point variable M. Supposons que 
le mouvement de T/ soit lié à celui de F/" autour du point fixe F, 
de manière qu'on ait constamment 

Ang.FMT=AngJTM , IP=IT ; 

et proposons-nous de déterminer le lieu géométrique de l'iatersection 
M des deux droites F/ et T/. 

Posons lF=c ; les équations des deux droites T/ et Ff seront i» . 
la forme 

f=Js+B . (i) • 

X^AXs-c)i (a) 

ta trouTera d'après cela 

or, suivant les conditions du problème, i." IP et IT doivent être 
égaux et de signes contraires,* 2." la tangente de l'angle FMT doit 
,ètre ^ale & celle de l'angle FTM , c'est-à-dire .égale ii A; ainsi 
on aura, entre les trois constantes A t A' y B , les deux équations 

si donc , entre les équations (i), (a) , (3) , (4) , on élimine les trois 
quantités A » A' , B, l'équalîon, résultante en *, yet f, sera celle 
de la courbe cherchée. 

L'élimination s'exécute assez facilement comme il suit. D'abord en 
prenant le produit des équations (4) et (5) , et exécutant toutes les 
«éductions qui se présentent, on a 

ÂB=.c ; (5) 



y Google 



DELAPARABOLE. 145 

iS'un antre c6ié , en chassant les dénominateurs dans l'équatîoa (3) , 
•t ayant égard k l'équation (5) , il vient 

2c=A'iB—Jc) , (6) 

éliminant Â'' entre cette dernière et l'ëquation (2) , on 4 

2c(x~e)=y{B—M) j (7) 

l'équation (7), combinée avec l'ëqaatlou (1) , donne 

^— . j=g. ; 

enfin , ces valeurs étant substituées dans l'équation (5) , on obtient^ 
toutes réductions faîtes , ' 

L'égalité da premier facteur i zéro donnerait évidemment un point 
conjugué y situé en F ; rejetant donc ce facteur ^ l'équation de là 
«ourbe décrite par le point M sera 

y^=4cx ; 

c'est-l-dirc , que cette courbe sera une parabole, ayant le point I- 
pour sommet et le point F pour foyer. 

Soit porté ÏF sur le prolongement de IP de I en G ; par le point 
G soit menée une parallèle GH à lY , et soit enfin abaissée , du point 
M , une perpendiculaire MQ sur cette parallèle ; à cause des angles 
égaux FMT et FTM, et de IT=IP, on aura 

MF=FT=FH-IT^1GH-1P=PG=MQ , 

ainsi chaque point M. de la courbe est à une même distance de la 
droite GH et du point F." 

I/inclinaison de la droite Tt étant donnée , il ne peut y avoir 
qu'une seule direction de FM pour laquelle la condition Ang.FMT 
=Ang.FrM soit satisfaite ; donc la droite T/ n'a que le seul point 
M de commun avec la courbe et lui est conséquemment tangente 
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ï4fî GÉNÉRATION DE LA PARABOLE. 

en ce point ; et, comme on a , par construction, Ang.FMT=Ane.FTM 
=Ang.QMT, lien faut conclure que , dans !a parabole, Aï /anc'ffn/* 
en un point divise en deux parties égales l'angle formé par le rayon 
vecteur et le prolongement d'une parallèle à l'axe menés par ce 
même points enfin, de ce que IT = lP , on voit que, dans la 
parabole, la sous-tangente est double de Fabscisse. 

Nous venons de voir qu'on a constamment MQ=MF et Ang.PMT 
= Ang,FQT ; si donc l'angle MFT est droit ou , ce qui revient 
au même , si le point F coïncide, avec le point I , le quadrilatère 
GQMF deviendra un quatre ; et MT , qui en sera la diagonale , 
viendra passer par le point G ; on aura donc alors FM=FG=2FI • 
ainsi , dans la parabole , tordonnèe qui répond au foyer est double 
de la distance de ce foyer au sommet ; la tangente à Fextrémité 
de cette ordonnée fait un angle demi-droit avec elle » et passe par 
timtersection de taxe de la courbe avec sa directrice. Cette dernière 
propriété de la parabole lui est commune, au surplus, avec l'clllpsp 
et l'byperbole. 

D'après ce qui précède , en désignant par j^ et ^ les coordonnée» 
du point M, l'équation de la tangente en ce point «era 

y-y'^À^x-xf) . 



OU , en mettant pour y'* sa valeur 4£x' et réduisant , 

l'équation de toute corde parallèle à Cette tangente sera donc de 
la forme 

On obtiendra les coordonnées dès extrémités de cette corde , en 
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combinant cette dernière équation arec l'équation 

. y=4^s. ■ 

L'ëliminatîon de x entre ces deux ^<juatioiis donne 
y' — 2/(y+Dj'':=o ; 
■ la somme des ordsnnées des extrémités de la corde dont îl s'agit 
<st donc ay' ; la moitié de cette somme , c'est-à-dire , l'ordonnée 
du milieu de la corde est donc y'^rMP ; celte corde a donc son 
milieu sur le' prolongement ME de la parallèle IVIQ mcnce à l'axe 
par le point M. Ainsi , dans la parabole , toute parallèle à taxé est 
un diamètre de la courbe. 

Ce qui précède , et ce qui a déjà été dit dans l'arllcle auquel 
£elui-ci fait suite , paraît très-propre à faire voir combien le clioix 
des constructions , dans la génération des courbes , peut influer sur 
la déduction , plus ou pioios facUe et lumineuse , de leifrs diverses 
{iropriétés. 

Chambéry, 12 février 1813. 



ANALISE INDETERMINEE. 

Méthode générale pour former les valeurs des inconnues , 
dans les problèmes indéterminés du premier degré; 
quels que soient d'ailleurs et le nombre de ces incon- 
nues et celui des équations établies entre elles ; 

Par M. G E R G o N H E. 

Xje problème général de l'analise indéterminée est celui-ci : Étant 
données , entre des inconnues , des équations , en moindre nombre 
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quelles , sans radicaux ni dénominateurs ; trouver pour ces inconauet 
les valeurs entières et rationnelles les plus générales gui puissent 
satisfaire aux équations proposées ? 

Four que les valeurs qu'on attribuera k ces inconnues puissent 
être réputées exactes ^ il sujfit évidemment que ces valeurs, subs- 
tituées dans les équations proposées, rendent ces équations identiques; 
pour que ces mêmes valeurs soient réputées complettes , il est néces- 
saire qu'elles soient fonctions d'autant de nouvettes indéterminées , 
au moins , qu'il y a d'inconnues au-deU du nombre des équations 
ï résoudre, et que ces indéterminées ne puissent être réduites à ua 
moindre nombre d'autres indéterminées , fonctions de ccIles-U. 

Les équations proposées doivent , en effet , être considérées comme le 
résultat de l'élimination , entre Ifs valeurs des inconnues , des indéter- 
minées dont ces valeurs sont fonctions. Or, si ces valeurs étaient fonctions 
de moins d'indéterminées qu'il n'y a d'inconnues au-delà du nombredes 
équations; en éliminant ces indéterminées entre elles , on obtiendrait, 
outre les équations proposées, d'autres équations auxquelles les valeurs 
des inconnues satisferaient également ; on se trouverait donc avoir 
assujetti ces inconnues à des conditions étrangères À celles de la 
question proposée ; les valeurs trouvées n'auraient donc pas toute la 
latitude d'indétermination comportée par cette question. 

J'ai dit que les valeurs des inconnues devaient être fonctions 
d'autant d'indéterminées distinctes , au mains , qu'il y avait d'inconnue» . 
au-rdelà du nombre des équations k résoudre ; et c'est qu'en effet 
rien ne s'oppose h ce que ces indéterminées soient en plus grand 
nombre. L'essentiel, étant uniquement que les indéterminées puissent 
être éliminées , entre les valeurs des inconnues , et que de leur 
«élimination résultent seulement les équations proposées et point d'autres: 
on conçoit que ces indéterminées, quelque nombreuses qu'elles soient 
d'ailleurs , peuvent être tellement combinées , dans les valeurs des 
inconnues , que l'élimination d'un certain nombre d'entre elles 
fasse disparaître toutes les autres. Leur nombre peut donc fort bien 
excéder celui que semblerait comporter , en général , le nombre des ■ 

valeurs 
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valeurs entre lesquelles elles doivent ûtre éliminées , el celui de» 
équations qui doivent résulter de leur élimination. 

C'est sans doute pour n'avoir pas fait cette observation qu'on n'a 
pu , jusqu'ici y dans le premier degré , construire des formules géné- 
rales que pour le seul cas où le nombre des inconnues surpasse d'une 
unité celui des équations. II arrive , en eiTet , dans les autres cas, 
que, si l'on n'admet , dans les valeurs, des inconnues , qu'autant 
d'indéterminées qu'il y a de ces inconnues au-delà du nombre des 
équations du problème , les coefficiens qui devront alTecter ces indé- 
terminées , dépendant des 'valeurs numériques des coelTlciens des 
équations proposées , ne pourront être assignés que dans chaque cas 
particulier, et ne pourront être exprimés sous une forme générale, 
tandis qu'ils deviendront exprimables sous une telle forme , et même 
d'une inanière très-régulîère et très-symétrique , du moment qu'on 
voudra admettre un plus grand nombre de ces indéterminées. 
^ Il ne faudrait pas croire cependant que , par cela seul que les valeurs 
des inconnues sont fonction d'autant d'indéterminées ou même de plus 
d'indéterminées qu'il y a d'inconnues au-delà du nombre des équations , 
ces valeurs doivent être réputées complètes ; puisqu'il pourrait se 
faire, comme je l'aï déjà remarqué , que , par l'élimination de quelques- 
unes de ces indéterminées, les autres disparussent d'elles-mêmes , sans 
faire parvenir à toutes les équations du problème. 

Le but que je me propose ici est d'appliquer ces réflexions à la 
résolution générale d'un nombre quelconque d'équations entre un 
plus grand nombre d'inconnues. 

Soient 

a t-\-B u-\^£ f-\-d jr-f-. . . . =iA 



Tom. IIL 



CO 
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n équations entre les m inconnues /, u , f, x ,,,..; m étant supposé 

plus grand que n, et tous les coelHciens étant supposés entiers. 

D'après ce qui a été dit ci-dessus , ces équations seraient com- 
plètement résolues , si l'on trouvait , pour les inconnues qu'elles 
renferment des valeurs de cette forme 



/ = T+J^A'f+A"y+A'"t+ . ■ 
f = r+ C.+C'f+C''r+C"'H- . ■ 



W 



• t ^ I V t ^f<> étant des indéterminées > au nombre de m-^n , au 

moins; a T,n,r,X A ,B , C ,D , .... A' ,B' ,C .V ,..., 

A", B", C", D", , A'" , B"' , C", D'" ,....., étant des 

fonctions entières des coeiHcieDs des équations (i). 
La substitution de ces valeurs , dans les équations (i) donne 



aT +iU +cr +JX + : 

+('A +«a +cC +JD +....)• 
i-K<J-<' +iB' +cC' +<a)' +....)f 
-Ha A" +hB" +eC" +JD" + ....> 
^aAii'+hS"'+cC"i+JD'"+ ....)» 



=*, 
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a'T +i'l/ +c'F +d'X +...... 

rH''-^ +'i'B -y ce +J'D +....)' 

M."' A' +i'B' +c'C' +<1'D' +....)> 

+(,<•' A" +l'S" +CC" +d'D" + ....)» 

■+(a'A"'+i'B"'+c'C">+il'D"'+ ....)} 

'+ ■•••• 



I =dt' , 



a»T +i"U +c>'r +d''X + 

■+{ii"A +h"B +c"C +J"D +....)' 
'+(ii"A' +i''B' +c"C' +d"D' +....> 
+(a"A" +l"B" +c"C" +d"D" +....}y 
^+(a"A'''+i»S"'+c"C"'-\-d"I}"'+ ....)> 
+ 



=i". 



ÂBn donc que m , ^ , y demeurent indéterminées ^ on devra 

ïToir les divers groupes d'équations que voici . 



a T+i V+c r+d X+....=k , 
al T-\-V V-\-c> F+d' X+....=k' , 
ii"T+i"U+c"V+d''X+ ....=*", 



.(3) 
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« A+i B+c C+d D+....=o , 
a'A+i'B+c'C+d' D+....=o r 
a"A+i"S+c"C+<l"D+ . . . . = o , 

a A'+l B'+c C'+d !)'+.... =0 , 
a' A'+b' B'+c'^ C'+d' D'+ . . . . = o , 
a»A'+i"B'+c"C'+d"D'+ . . . . = o , 



W 



(5) 



a A''+i £''+c C"+d D"+....=o , 
al A"+ù' B"+c' C'+d' D"+ . . . . =o , 
a"A"+i"B"+c"C"+d"D"+ . . . . =o , 



« A"'+i B"'+c C'+J D"'+....=o , 

a' A"'+i' B"'+c' C'+d' D"'-{ =o , 

a"J"'+l"B"'+c"C"'+d"D"'+., . . =0 , 



(6) 



(7) 



et nfcipriHiaeniem , si T,V ,V ,X,...,,A ,B , C, D ,A',B', 

C ,D', A" , B" , C" , D" , A'" , B'" , C" , D"' , , 

sont tels que ces équations aient lieu , les valeurs (2) seront la solution 
complète des équations (i). 

Le groupe (3) prouve que T, ï/, V^X peuvent et doivent 

ttre des nombres quelconques , satisfaisant aux équations (i). Les 
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grotipes suivans prouvent que Â,B,C^D , (\xi(i À' , B' , C\ 

D'y...^MtA'' ,B"y C",D",....^<lXMiA"' ,B"'y C"',J)""y 

doivent satisfaire aux mômes équations , privées de leurs derniers 
termes , et ne doivent renfermer coDséquemmenI aucune des quantités 
A , y , A"j,... Je m'occuperai uniquement de la recherche de 

A,B,C,D, A' ,B' ,C' ,D' ,..,., A" ,B" ,C" ,jy' , 

A'" ,B'", C" .ly-f , d'autant que la déterminalioD de T, V , 

V , X ,..,., ne peut avoir lieu que pour des cas particuliers , et que 
la manière d'y procéder est connue. 

La recherche des quantités ^,5, C ,D ,...,, A', B^ , C , ly^....^ 

A", B" , C" , D" A'", B'", C" , D'" , , se réJuit 

évidemment à celle d'une suite do fonctions des coelHciens des pre- 
miers membres des équations (i) qui soient toutes nulles d'elles-mêmes , 
et qui , en outre , puissent être mises successivement sous les diverses 
formes qu'affectent les premiers membres des équations (4)» (5), (6), 
(7) , .... Or , c'est ce à quoi on peut parvenir facilement > à l'aide des 
observations présentées , pour la première fois , par M; Bezout , dans 
sa Théorie des équations algébriques , page 181, et développées 
postérieurement , d'une manière plus générale et plus lumineuse , 
far M. Laplace , dans les Mémoires de l'académie des sciences de 
Paris, pour 1772, page 294. 

En vertu de ces observations , les fonctions cherchées sont 1 ." dan» 
le cas d'une équation unique 

fffl+oi — <ïo|-o/H-,..,=ro , 
oa-\-cb — bc-\-od~^ . . . . = o , 

da+ob-\-oc — ad-\- =0 , 

oa-^db-\-oc — W-|-....=o , 
oa+ob-\-dc—^d-^ . . . . = o , 



II.* dans le ca5 de deux éqoations 
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(lc'—i:i')a—(ac'—ca')i+{iii'—ia')c+o(l+ . . . . =o , 
(iJ'-dl/)tl~(.aJ'-^a')6+oc+(ai'-iii')il+..,.=o , 
(cd'-d'c^,i+oi—(iid'—ila')c+(fic'—ca')d+ . .. . = o , 
oa +(fdi—dif)b—{td'—Jl')c+(fc'-cV)d+ . . . . =o , 

( lc'—cV)a'—(,ac'—ca>)l>+{fib'—ia')c'+od'+ . . . . = o , 
{M'—dl>')i,'-(adi—da'^^i+oc'+(ah'—hai)d'+....=:o , 
(cd'—dc^a'+oi'—(ad'—d<iy+'^ac'—ca')d'+. . . .=d , 
oa'+'^cd'—dc^i'—(id'—di')c'+'^tc'-ci')d'+.... =o , 

3.** dans le cas de trois ëquatWns 

(,ie'd"~id'c"+di'c"--ci'd''+cd'i«—dc'i")a 
—{<ic'd"—ad'c"+da'c"—cii'd"+cd'ti"—dc'<i'^ji | 
+(iii'd"—jd'i"+da'i"—ia'd"+idV'—di'a")c ) =0 , 
—(iti'c"—ac'i''-{-ai'i"—ia'c"+ic'ii"—ci'a")d\ 



(ic'd''—6d'c"+di'c"—clr'd''+cd'i''—dt'i")<» 
—(<ic'd"—tid'e"+da'c"—ca'd"+cdV—d<:'a")l' 
^ai'dii—ad'b"+da'h"—lc'd"+hd'a'i—db'a''y ) =o , 
—(!ih'c"—acil"+ca'h"—ba'c"+bc'a"—ch'a")d> 
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0c'd''—id'e"+J^c"—cb'd"-i-td'b"—dc'è"ya'' 
mm(flc'â"—ad'£"-\-da'c"—ca'â"-^i'{^'~-dc'a")b" 
^(flh'â"—ad'h"-\-da'b"-~ba'd"^d'a"~dh'a"^c" j 
—(aW —ac'b"+ca'b" —ba'c" + bc>a"-^b'a")d" 

+ •..•: 

et ainsi de suite. 

Ainsi, I.* dans le cas d'une ^uation unique, il faudra poser 

A =* , £=— «, C =0 , Z) =0 ,.... 

A' =a: , jy ==0 , C =s— o , ZV =o , . . . < 

A" ~o , B"-=e , C" =-~b , D" =o ,.... 

A'"=d, B"'=o^ C"'=o , i3"'=— o,.... 

A"'i=o t B""=rf , C""=o , TV'ii=^~h 

^'""=so , BP»'=o t C""'^=d t D'""=^~c ,.... 



3.* dans le cas de deux équations , on posera 

A = (fic'—ch') , B ss^iaC—caOi C ^(.ahi-^an , D =o ,:< 

A' = (6<ï'— ^f) , B' =>-'<iad'—da^ , O =o , Di =Co5'— fa') , . 

A''= (fd'—ic') , B"=o , C",:»-(fl«f'— dflO , D"=(ac'—ca') ,.. 

Ai'^o » B"'=(cd'— <îcO . C'"5=;>— (W— rf^O , Z)"'=(6c'— cJ') , . , 



3>* dans le cas de trois équations on posera 

A^ (,bc'd"--bd'e" 4- db'c"-^a'd"+cd'b'r-^c'b"). , i . . 
B=s—(ai:'d"—ad'c"-\-daf£"^ca'd"-^d'a"^^c'o") , . . 
C=:(flb'd"-^ad'b"-\^a'b>'~^a>d"-i^d'a"'-db'a") ,. . 



•t ainsi de suite. 
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Ainsi , 1.** dans le cas d'une é(]uation unique , sî rëquatioo pro* 
posée est 

les formules résolvantes seront 

SI l'équation proposée est 

les formules résolvantes seront 

si r^uation proposée est 

les formules r^Ivantes seront 

v—U—a^-^Cy^dt , 

s=X — at—èi — c^ . 
Et ainsi de suite. 

2. ''Dans le cas de deux (Squattons , si les équations proposées sont 
a t-\-b u-\-c p=^k , 

les formules résolvantes seront 

v=zU — 'ac* — ca')m , 

Si les équations proposées sont 

a t-^b u^-c (>-^-d x^k' , 

a't-\-b'u-\-cfi>-\'d'x=k' , ■' 

les 
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les fonnules résolvantes seroat 

p=:iV-^(abf—ba')m—{ad'—daf)v—{bd'~db')% , 
x=X+{ab'—bo')pMfic'—ca')v-h(J>c'—cb^% . 
Et ainsi de suite. 

3." Dans le cas de trois équations , sî les équations proposëes sont 

a t-\-b u-\-c v+d *=A , 

t^ t-^b^ u+cf v+d' x-=k* , 

a'^-^b^'u^c^c+d/fx—k" , 

les formules rësolvantes seront 

t=^T-^{bc'd"—bd^c"-^db'c''-^h'd^f+cdfb"—dcfb'^* , 
u^V-^{fic'd"-~ad'c'i-\-da'c"'^a'd"-\-cd'a"~dc>a")m , 
P = V-iciab'd"—ad'h"-irda'l"—ba'd"-\-bd'a"-db'a'f)m , 
s~X—(flb>c"^ai^h"-\-cafy'—bafc"-\'h^a^'—cb'af')^ . 
et ainsi de suite. 

Il est aisé de déduire de cette théorie qu'en général , m étant le 
nombre des inconnues et n le nombre des équations , le nombre des 
indélerminëes dont les valeurs de ces inconnues devront être fonc- 
tions , sera 

m m—x m— «a m 'niji ib*-« 

T'a* 3 n ' n+i ' 

et que , dans la râleur do cbacnne des inconnues > il n'en entrera 
qu'un nombre - 

m— I Bi— a m— 3 m^m 

en sorte que chacune de ces indéterminées n'entrera , à son tour , que 
dans les valeurs de n-\-i inconnues seulement. 

Si les termes connus & , k' , k" des équations proposées 

sent tous nuls, on pourra aussi supposer que T , U^ V^ X,.-.., 
sont nuls ; et alivs ces équations seront susceptibles d'une résolulioo 
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ab:iulumcnt g(^ii(^rale, ce qui peut être prticîeux dans U9 eraad nombre 
dii recherches aimlitiqucs, 

11 serait iiitéressaut de voir si , avec des modiGcalions convenables, 
ce procédé ne pourrait pas être étendu aux <^<]uatioas indéterminées 
des degrés supérieurs au premier. 



CORRESPONDANCE. 

LettfC de M. J. F. Français , professeur à 1 école impériale 

de l'îii-tillerie du génie , 

Au Rédacteur des Annales ; 

Présentant la solution anaîilique complète au problème 

où. il s'agit de déterminer une sphère qui touche quatre 

sphères données. 

MONSIEUa , 

iVJ, Poisson vient de publier, dans te Sul/eiin des sciences de ta 
société philotnatique C*) , une solution analitique du problème de ta 
sphère qui touche quatre sphères données. J'en aï publié une aussi, 
il y a près de trois ans , dans la Correspondance sur Fécole poly- 
thecnique (**). A la vérité cette solution , telle qu'elle est, ne suffit 
pas pour déterminer aoalîti^uemeni les coordonnées du centre et le 
rayon de la spbère cheri;hée , que j'enseigne i déterminer giomètri" 
cuement dans mon mémoire ; mais il faut très-peu ajouter à ma 
solution, pour achever de la rendre complète, sous le point de vue 
analitique , comme on en pourra juger par ce qui suit. 

Soient r ^r* ., r" ^r"' ^ les rayons des quatre sphères données , et 30 , 
ai , 2£ les distances respectives du centre de la première auxxenlres des 
trois autres; soient de plus R le rayon de la sphère cberchée , et^, f',^", 

(•) Tome m , n." 60, aeplcmbre iSia , page l4t. 
(**) Tome II, n." a, janvier i8iO| page 6^ 
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^' les distances de son centre à ceux des ijuatre sphères données. Cela 
posé , on aura 

KZ'-=f . KZ^—^' , BZÇ.r"=t" , R'Xr'^'=t"'- (0 
Ces quatre équations, avec leurs doubles signes, J'ournïssent seize 
combinaisons dilTérentes , qui correspondent à autant de solutions du 
problème. Nous nous bornerons ait cas des signes supérieurs , attendu 
que les autres peuvent se tralttir de la même manière. 

En retranchant la première de ces équations de chacune des trois 
autres , et posant , pour abréger , 

r— 7^=2*/ , T—r"=^2.d' y r^r"'^ià" , 
il vient /=|.+2rf , /'^r\-2d' , /"^f+^ii". (2) 
Mais on a d'un autre côté 

^/•=,>+4i'-4i,Cos.(,,i) , |c3) 

^//'=r,"+4,:*— 4r,Cos.(^,^) . ) 
Egalant ces valeurs anx quarrés des équations (1) , on trouve 
■ ,{aCos.(f,a)+d]=a'—J*, j 

,{^Cos.(f,h)-t'd^\=è*~4" , ((4) 

f[cCos.(f, c)-\-d^')—c* — d"* . \ 
Si , entre ces trois équations , on élimine f , on obtient les trois équa- 
tions suivantes , dont une quelconque est une suite des deux autres. 

(__)c<»/„.)-(^Cos.(„*) = _ (—)-;(-;-) , 
(-^)Co,.C„*)-(^&».C„.)=-.(-^)--(-_) . (5) 

(_-^JCo,.(„.)-(-^)c«.(,. .)=-(—-)—-(-— ) . } 

Tout ceci suiBt, pour la construction géométrique du problème, comme 
je l'ai lait voir en l'endroit cité de la Correspondance. En y ajoutant 
'a relation qui existe entre les angles que la droite f fait avec les 
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droites a , j , r ; relation que j'ai aussi donnée dans li même Corres- 
pondance (*) , on a tout ce qu'il faut pour déterminer analitiqueiBunt 
Jes coordonnées du centre de la sphère cherchée , ainsi que son rayon. 
Cette relation est 



Cos.(a^ y ac) j 



Sîii.*Ca, ic) Sîn.(fr,ac)Sin.(c, ai) 

\-z : •—2- r—r. r CoiAab.hc) \ =i. 0S\ 

Sin.-(A,art SiB.{«,*oSin.Cc,oi) ( 

- Co3.(tfC, fftf) 1 



Sîn.'(c , oi) 5în.(a , (cjSin.CA ) ac) 

En éliminant de cette équation, au moyen des équations du pre- 
mier degré (5), deux des trois quantités Cos.(^ , a) , - Cos.(r , 3) , 
Cos.(f ,c), la troisième sera donnée par une équation du second de^; 
et les deux autres seront données ensuite par les mêmes équations (5). 
11 ne restera donc plus à déterminer que la valeur de f , qui sera 
fournie par une quelconque des équations (4)i du premier degré. 

La solution du problème est donc complète , et ( et je croîs ) la 
plus simple possible. 

N. B. On trouve' deux solutions, pour la position de r, parce 
que les équations (3^ sont les mâmes , aux signes près , soit qu'on 
prenne tous les signes supérieurs dans les équations (1), soit qu'on 
y prenne tous les signes inférieurs. Mais ,* comme nous n'avons em- 
ploya que les quarrés des équations (a) qui comprennent l'un et l'autre 
signes , il s'ensuit que nous avons dû obtenir la solution des deux cas. 
Agréez , etc. 

Metz, le 3 octobre 1812. 
Remarque du Rédacteur. 
On sait que le traité de Viète sur le Contact des cercles contient 
dix problèmes , et que celui de Fermât sur le Contact des sphères 
en renferme quinze. On sait , de plus que le dernier des problèmes 
de Viète est celui où il s'agit de décrire un cercle ^ui touche trois 
O ^''jc* tome I , n.' 9, janvier 180Ô, page 343, ë^uaiion (aj.). 



y Google 



QUESTIONS RÉSOLUES. i6t 

etrcles donnés. ; et que le deraier de ceux de Fermât est celui o& ■ 
il s'agit de décrire une sphère ^ui touche quatre sphères données. 
On sait enfin que Viète et Fermât résolvent leur dernier problème »> 
en te ramenant à l'un des prëcédens , lequel ne peut lui-même être résolu 
qu'à l'aide de l'un de ceux qui le précèdent , et ainsi de suite ; ce 
qui , pour le dire en passant , rend la solution ciTective du dernier pro- 
blème beaucoup plus compliquée qu'elle ne le parait au premier abord* 

On peut, en employant l'analîse , suivre une marche tout à fait 
inverse, et tirer au contraire de la solution du dernier problème, 
soit de Viète soit^e Fermât, la solution de tous ceux qui le précèdent. 

Il est aisé de voir , en eiTet , que , dans tous ces problèmes , la 
question peut se réduire k trouver le rayon soît du cercle soit de ' 
la sphère cherchée. Concevons donc que l'on ait obtenu l'expression 
analilique du rayon de ce cercle ou de cette sphère , et que l'on 
ait pris pour données les rayons des cercles ou des sphères données, 
et les plus courtes distances de leurs eirconfërenoes ou surfaces , con- 
sidérées deux à deux. Si , dans cette expression » on suppose un ou 
plusieurs rayons nuls ou infinis, les cercles ou sphères auxquels ils 
appartiendront , deviendront aussitôt des points dans le premier cas , 
et des droites ou des plans dans le second. En faisant donc toutes les 
combinaisons possibles de ces deux sortes de suppositions , on parrien- 
draà déduire d'une formule unique , celles qui conviennent à tous les cas. 

QUESTIONS RÉSOLUES. 

Démonstrations du théorème énoncé à la page 384. du 
deuxième volume des Atinales. 

Première solution ; 

Par M. p£âCHiER , inspecteur et professeur de philosophie 

à' l'académie impériale de Geoève. 

Jl/NONCÉ. Si à une ellipse on circonscrit un quadrilatère quei- 
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conque , le point ^intersection des deux droites <]ui joindront les 
points de contact de t ellipse avec les côtés opposés de ce quadrilatère , 
coïncidera av'ec le point ^intersection de ses deux diagonales* 

Comme toute ellipse est la projedlon ort!iogoiiale d'un cercle, sur 
un plan non parallélu à celui d'un cercle , et que , dans cette espèce 
de projection , les points d'intcrsectioii et de contingence sont les 
projections des points d'intersection et de contingence de la figure 
projeté; ; et les droites qui les juignent , projections de celles qui 
joignent les points correspondans de cette figure ; Il sufGra , pour 
établir le théorème } par rapporta l'ellipse, de l'avoir démontré dan» 
le cercle. . 

LEMME. Un angle quelconque, aigu ou obtus étant donné , U 
peut toujours être divisé en deux parties dont les sinus aient entra 
eux UD rapport donné ; et il qe peut être ainsi dirisë que d'une 
minière unique. 

Cela est érideat > lorsque les deux parties de l'angle sont des 
angles aigus ; et , quand l'une d'elles est un angle obtus , on démon- 
trera que les parties dont les sinus ont le rapport assigne ne peuvent 
varier , sans que le rapport des sînus ne varie aussi ; mais une cons- 
truction simple et facile démontre à la fois la possibilité et l'unilé 
de division de l'angle , suivant la condition demandée. 

Soit' donc ACB ( fig. 4 Bt ^ ) f.u angle quelconque , partagé en 
deux parties par le rayon CD=CA=CB ; soit tirée AB , coupaot 
CD en M, et soient menés les sinus respectifs AP , BQ des angles 
ACD , BCD; la similitude des triangles MAP, MBQ donnera 

AP:BQ, ou 5//ï.ACD:5/rt.BCD::AM:BM ; 
or, AB peut toujours être divisée de façon que le rapport de AM 
i BM soit un rapport donné , et ne peut l'être que d'une seule manière ; 
donc l'angle ACB peut toujours être divisé en sorte que les sînus 
de ses parties soient en rapport donné , et ne peut l'être que d'une 
manière unique. 

Démonstration du théorème. Soit C ( Bg. 6 ) le centre d'un 
cercle ABD£ auquel soit circonscrit un quadrilatère FCHK , de telle 
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sorte que A, B, D, E soient respectivemcTit les points de contact 
du cercle avec ses côtés FG , GH , HK , KF. Soient tirées les cordes 
AD, B£ , Joignant les points de contact opposés ( ou altcrnatil's ) 
A et D f B et Ë } lesquelles se coupent en O ; enfin y de ce point O soient 
menées h deux sommets alternatifs quelconques F , H du quadrilatère 
circonscrit, les droites OF , OH ; je dis que ces deux droites n'en 
feront qu'une. 
En eflet , 

fOBHl (OH:BH::5/fl.OBH:5:/7.BOH , 
dans les triangles } ; on a { 

JODH) (OH:DH::5m.ODH:5//i.rOH ; 
mais BH;=DH ; donc 

5/n.OBH : 5/«.0DH : : St'nJBOB : Sin.XiOH. 
Pareillement , 

( OEF ) / OF : EF : : 5//Ï.0EF : StnMOF , 
dans les triangles ( J on a < 

/OAF) (OF:AF::5w.OAF:5//i.AOF ; 
mais EF = AF ; donc 

Sin.OEF : SinX) AF : : 5/nXOF : Sm.AOF. 
De plus , 

OBHssiSo"— OEF ,) 1 5;n.OBH=5;n.OEF , 



[=,80"— OEF ,) 1. 

> donc \ 
1=180'— OAF i) ( . 



ODH=:i8o'— OAF i) ( 5/Vi.ODH=5/n.OAF 

donc 

5/n.BOH:5//ï.DOH::5/n.EOF:5m.AOF ; 

mais BOD=sEOA; donc ( Lemme ) BOH=EOF , DOH=AOF; 
donc OF, OH sont en ligne droite; c'est-à-dire > que les diagonales 
du quadrilatère circonscrit passent par l'intersection des droites qui 
joignent les points de contact opposés. C.Q.F.D. (*) 

(*) Lu propoiilion ëlant aîiuî démontrée pour le cercle , le trouve l'ftie auuî 
{Hiur toute section conique » qid peut loujour* être corutdérëe comme b peripcctiv* 
4'ua certain ç&kU. 

J. D. G. 
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Deuxième démonstration ; 

Par M. RoGHAT , professeur de navigation à St-Brieux. 

Le théorème dont il s'agit n'est qu'un cas particulier du suirant , 
dont nous allons donner la démonstration. 

THÉORÈME. Si , à une ligne quelconque du second ordre, on 
circonscrit un quadrilatère complet quelconque j le point d'intersection 
de deu» quelconques des trois diagonales de ce quadrilatère y sera 
aussi le point dinfersection des deux droites qui joindront les 
points où les côtés opposés du quadrilatère simple , auquet ces 
diagonales appartiennent , sont touchés par la courbe. 

Démonstration. Soient prises pour axes des coordonnées deux 
droites, dont l'une passe par deux quelconques des points de contact, 
et dont l'autre passe par les deux autres ; la courbe , rapportée i 
ces deux axes, aura une équation de la forme 

oy^-^xy-\-cx*-\^y^ex-^J^x> , (A) 
On en déduira la situation de ces points , en y faisant successive- 
ment X el y égal i zéro et résolvant l'équation résultante. 

Soient donc désignés par Y, Y' les deux points de contact qui 
sont situés sur l'axe des / et par X , X^ ceux qui sont situés sur 
l'axe des j: } en posant , pour abréger , 

OD trouvera les coordonnées de ces points ainsi qu'il suit : 
( x=o , f *=ïO , , 

pour ^ \ _ à—D pour Y' j _^ £^ 

pourXJ' " * pourX'l 

( y=o ; I ^==0 . 

Cela posé . on sait que l'équation de la tangente menée à la courbe par 
un point dont les coordonnées sont j/,y^, peut 4tre mise sous cette f<i»rae 
(2ay'{-&x-{-d)yf-\-{2£X+èy+e)x^'\'{dx+ey+2/)=o i 

metUDt 
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mettant donc succe5siT$ment , pour ^ * ^ « daas cette équation , les 
Taleurs dëtcrmiDées ci-dessus , désignant les tangentes par leur p<Hnt 
de contact » et posant encore , pour abréger , 

hd — noê^^A , he — icdisiC , 
on trouvera les éc[aatioiu de ces tangentes ainsi qu'il suit ; 

pour r , afl£y-Kii>— >0-H-i>(''— i>) . 

pour r' , . 2aDY+{&I>+J)x-i-D(J+D) , 
pour X , 2cEx-\-{iE~C)y+E(e-~£) , 
pour X', 2eM:r+{iE+C^'^E(e-h£) . 
Si l'on combine entre elles la première et la trcùsième équations, pui* 
h seconde et la quatrième , puis la première et la quatrième , puï» 
•ofin la seconde et la troi<ïènte , on obtiendra les coordonnées de* 
SMBmets du quadrilatère circonscrit ; d'où il sera facile de conclure 
les équations des diagonales de ce quadrilatère et de s'assurer cm— 
séqneininent si ces diagonales passent en effet par l'origine. 

Mais on peut parvenir plus aimplenent au but , en procédant 
comme il suit Soît désigné par (Y >X) le sommet du quadrilatère, 
formé par la rencontre des tangentes dont les points dç contact sont 
ï". Xi et soient adoptées des notations analogues pour les autres som- 
mets. Soit en outre désignée par [(Y, X) , (Y' , X')] la diagonale 
qui joint les sommets (Y , X) , (Y' , X^ et soit adoptée une notation 
analogue pour l'autre diagonale. 

Cela posé , soient éliminés les termes tout connqs , entre les équa- 
tions Y , X , en réduisant ces termes à l'unité , dans l'une et dans 
l'autre , et prenant ensuite la différence des deux équations. En 
employant toujours les abréviations ci-dessus , et posant en outre 

AE-hCD=F , 
ii viendra ainsi , 

E(^F—tDE+2eD'-^J)sv=D(F-'hDE'+-aaJS*~^C)x. 
Cette équation , ayant lieu en même temps que les équations Y et 
X et n'ayant point de terme constant , doit être celle d'une droite 
menée de l'origine au point (Y , X). Or , par les substitutions , il 
est aisé de se convaincre qua 

Tom. m 33 
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donc ans» 

F—hDE+îcD*—eÀ=F—hDE-hzaE^--dC ; 
donc l'ëqualioa de la droite qui joint l'origine au point (Y, X) est 
•implemeat 

Dy^Ex. (I) 

Le système des équations Y^ , X' oVtaAt autre chose que celui des 
équations Y , X , dans lequel on aurait changé i la fois les signes 
de i^ et £ ; on obtiendra l'équation de la droite qui joint l'origine 
aâ point (Y^^X'^ en opérant un pareil changement dans l'équalion'' 
(I)} et , comme alors elle reste la même, il en faut conclure que 
eoltc équation est celle d'une droite qui passe ^ la fois par l'origine 
et par les deux points (Y , X) , (Y^ ■, %.') , qui sont ainsi en ligne, 
droite avec cette origine. 

Un semblable raisonnement prouvera que les sommets (Y , X),- 
(Y^, XO t sont-, avec l'origine', sur une -même ligne droite; dont 
l'équation est 

Dy^~Ex. (H) . 

Ainsi les deux diagonales du quadrilatère dont les C4Îtés opposés 
touchent la courbe aux points où elle coupe les axes, peuvent fitre 
•zprimées par l'équation unique ■ - 






•t il est digne de remarque que la direction de ces diagonales est 
indépendante de la grandeur et dn signe du coefEcient i. 

Troisième démonstration ; 

Far M. Fbrbiot, docteur es sciences , professeur de inathéma^ 
tiques au lycée de Besançon. 

Soit un quadrilatère , inscrit arbitrairement à une section conique; 
et soit formé un quadrilatère circonscrit , dont les côtés touchent la 
•ourbe aux sommets du quadrilatère inscrit. 11 s'agît de prouver que 
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l^aUrsmMon des diagonales de l'un des^ quadrilttcres doit coïncider 
net l'inteTsectioo du diagcùales de l'autre. 

Il est connu que , pour une situation convenable de l'œil et du 
tableau, un quadrilatère quelconque peut toujours, et même d'une 
îofioieé de manières , avoir pour perspective un parallélogramme. 
Ainsi on peut toujours placer l'œil et le tableau de telle sorte que 
la perspective de la iîgure dont il s'agit ici , soît une section conique 
k laqufilltt un parallélogramme est circonscrit , et à laquelle, déplus, 
est inscrit uà quadrilatère dont les sommets sont' les points de contact 
de ce parallélogramme arec la courbe. 

Or , lorsqu'un parallélogranime est circonscrit ii une section conique , 
les droites qui joignent -les points de contact opposés , sont des dia- 
Hiètres de la courbe , et se coupent consëquèmment en deux parties 
égales , à son centre ; et , puisque ces droites sont les diagonales du 
quadrilatère inscrit, il en résulte que ce quadrilatère est aussi un 
parallélogramme. Ainsi la perspective de la figure dont il-s'agit , est 
une section conique à laquelle sont inscrits et circonscrits deux' 
parallélogrammes qui sont en' même temps inscrits l'un à l'autre; 
et il est évident que , sî l'intersection des deux diagonales de l'un 
de ces parallélogrammes coïncide avec l'intersection des deux dia- 
gonales de l'autre , il devra en être de même pour les deux qua- 
drilatères dont ces parallélogrammes sont les perspectives. 
'. La question est donc ramenée k prouver qne , lorsque deux parat- 
Mogrammes sont inscrits l'un à l'autre , l'intersection des diagonales 
de l'un coïncide avec l'intersection des diagonales de l'autre; et cette 
proposition est trop facile k établir , par les élémens ,. potir qu'il 
■oit nécessaire d'en développer ici la démonstration. 
Quatrième démonstration ; 
Par M. G. Ï'ORHIER , élève du lycée de Nîsmes. 

Deux quadrilatères étant supposés l'u» inscrit ei l'autre cïrctmscrit 
ï une ménae section cutique , de telle sorte que le? sommets de l'inscrit" 
•oient les points où les côtés dii circonscrit touchent la courbe , je . 
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me propoce de démontrer i." que les quatre diagonales d« deax 
quadrilatères passent par .le m^e point ; a." que les quatre points 
de concours des jcôtës opposés de ces deux mêmes quadnlatères sont 
sur une même droite. 

I. Tout quadrilatère .circonscrit & une section conique peaC étn 
considéré comme un hexagone circonscrit ^ dont deux angles, derenu» 
chacun ^gal i deux angles droits , ont leurs sonnnets i deux quel- 
conques' des points de contact des cdtés de ce quadrilatère arec la courbe, 

H. Pareillement, tout quadrilatère inscrit i une section conique, 
peut è^e considéré comme un hexagoae inscrit , dont deax cAtés , 
d'une longueur nulle , sont dirigés suivant les tangentes ^ deux 
quelconques des sommets de ce quadrilatère. - 

III. En particulier , on peut prendre l'une des diagonales du qua- 
drilatère inscrit pour une diagonale joignant deux sommets opposés 
de l'hexagone circonscrit, auquel cas les deux diagonales du quadri- 
latère circonscrit seront aussi des' diagonales joignant des sommet* 
opposés du même hexsgone ; et, comme il est connu que les diagonale» 
qui joignent les sommets opposés de tout hexagone circonscrit à uoa 
section conique se coupent en un même point, il s'ensuit que les quatre 
diagonales des deux quadrilatères doivent passer par un même point. 

IV. Pareillement , on peut ^ en particulier , prendre deux câtés 0{k 
posés du quadrilatère circonscrit pour côtés opposés de l'hexagone 
inscrit , auquel cas les cdtés opposés du quadrilatère inscrit seront aussi 
des cdtés opposés du même hexagone ; et , comme il est connn qua 
les points de concours des directions des côtés opposés de tout hexagone 
inscrit i une section conique sont situés sur une même ligne droite,' 
il s'ensuit que les quatre points de concours des directions des cdtés 
opposés des deux quadrilatères doivent être en ligne droite. 

V. Ce tour de démonstration , qui s'étend également aux trois 
quadrilatères simples dont tout quadrilatère complet est composé, est 
en même temps propre à faire apercevoir beaucoup d'autres droites 
qtii passent par les mettes points , et beaucoup d'autres points qut 
appartidnaent aOK méoiet lignes ^ites. 
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BECHERCHES SUR LES POLYEDRES. i6g 



GEOMETRIE. 

Mémoire sur la poîyêdrométrie ; contenant une démons* 
tration directe du Théorème d'Euler sur les polyèdres , 
et un examen des diverses exceptions auxquelles ce 
théorème est assujetti ; , 

Par M. Lhuiuer , professeur de ma thématiques à l'académie 
impériale de Genève. 

( Extrait ) Par M. Gërgohnb. 



nJzme propose ici de rendre compte d'un mémoire , sur les polyèdres 
que M. Lhuiiier a bien voulu me communiquer, et que son étendue 
m'oblige à regrets d'abréger. Dans l'extrait que j'en Tais faire, 
j'apporterai tous mes soins k ne rien omettre de ce qui peut intéresser 
le lecteur. 

Je vais d'abord laisser M. Lbuilîer exposer lui-même le, sujet de 
ses recherches et les motifs qui l'ont déterminé à s'y livrer. 

u Le théorème de poîyêdrométrie d'Euler, suivant lequel , dans 
» foui polyèdre , la somme du nombre des faces et du nombre 
» des angles solides surpasse de deux unités le nombre des arêtes , 
■n peut être regardé comme fondamental dans cette partie de la 
k géométrie (*). Il correspond Ji la proposition de géométrie plane 
» suivant laquelle , dans tout polygone rectiligne , le nombre des 

(*] Vojea tee Mimoirii de Biitribowff , pour i75a et 1753 , imf rimes en lySS. 

Tom. IJU 24 
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» angles est égal au nombre des côtés. Mais , tandis que cette 

• dernière proposition n'exige aucun développement , et ne souJTre 
» aucune exception y la proposition correspondante sur les polyèdres 
» n'est rien moins qu'évidente ^ et n'est pas plus générale. Dans un 
» premier travail , l'auteur , n'ayant pu en trouver la démonstration , 

.9 se contenta de l'exposer sur plusieurs solides d'espèces différentes; 
» et il présenta comme probable , et comme fondée sur l'analogie 
r seulement , la conclusion tirée de ces cas particuliers à la pro- 

> position générale. Dans un second travail , sur le même sujet, 
V l'auteur donne enBn la démonstration de sa proposition. Il la tire 
», de la possibilité de diminuer d'une unité le nombre des angles 

• solides d'un polyèdre ( non tétraèdral ) ; d'où découle la possibilité 
» de le ramener ii une pyramide , et en particulier & une pyramide 
» tétraèdrale. L'auteur développe cette possibilité , et il en tire les 
» conséquences relatives à la diminution correspondante du nombre 
» des faces et du nombre des arêtes. 

M Dans l«s mêmes mémoires » Euler développe deux autres théorèmes 
» sur les polyèdres , relatifs à la valeur de la somme des angles 
f plans qui entrent -dans la composition d'un polyèdre. Il démontre 
« que cette valeur est quatre angles droits , multipliés par l'excès du 
*> nombre des arêtes suF le nombre des faces, ou quatre angles droits 

> multipliés par un nombre inférieur de deux unités i celui des 
» angles solides. Cette dernière expression lui parait , avec raison , 
» bien remarquable. Elle répond 1 la valeur de la somme des angles 

• plans d'une figure rectlligne, dans le nombre de ses cfités ou de 
1» iis angles. L'auteur , après l'avoir tirée des deux premiers théorèmes, 
» en a donné une démonstration immédiate , fondée sur le principe 
» déjà exposé ; savoir : sur la possibilité de diminuer d'une unité le 
» nombre des angles solides d'un polyèdre ( non tétraèdral ). 

» Legendrc , dans ses Èlémens de géométrie , a démontré les 
» mêmes théorèmes d'une manière remarquable par sa brièveté. S» 
j> démonstration est fondée sur l'expression de la surface d'un poly- 
» gone sphérique dans ses angles. Comme cette dernière expression 



y Google 



SUR LES POLYEDRES. 171 

» suppose des principes àéïk établis sur les figures spliériqaes, ce 

* qui exige des développemeDS préliminaires; la brièveté de la démons* 
» tration de Legendre n'est ( suivant moi ) qu'apparente ; et cette 
» démonstration ne me parait pas avoir le degré de simplicité qu'on 

• est en droit de désirer , pour une proposilioD fondamentale. 

» Il parait qu'Euler a fait des tentatives inutiles pour démontrer 
» ses théorèmes , par la décomposition du polyèdre en pyramides 
» ayant pour sommet commun un point pris dans l'intérieur de ce 
» polyèdre , et ayant ses faces pour bases. Hic moJus ( dit-il ) 
» soîidutn qaodcunque in pyramides resolvendi adprasens institutum 
y parum confert. Cette assertion d'Euler m'a paru remarquable} 
» elle a fixé mon attention; et ie résultat de mes méditations, sue 
» ce sujet y me parait satisfaisant. Je trouve que la décomposition 
M rejetée par Euler , comme inutile , conduit Jt la démobstratlou 
n demandée > d'une manière très-simple et très-luminense , ainsi que 
» je le développerai dans ce mémoire. 

» Cette légère observation , relative \ une simple difTérence dan» 
» le procédé d'une démonstration, ne sera, au surplus, que secôn-' 
■» daire dans ce qui va suivre. Je me propose principalement de 
» montrer que le théorème d'Euter souilre des' exceptions nom- 
i» breuses , et qu'il n'est Trai , d'une manière générale , que pour' les 
» polyèdres qui n'ont point de parties rentrantes , soit quant aux 
» augles plans qui forment les angles solides , soît quant aux aiigles 
s dièdres bu aux inclinaisons de leurs faces ; ou , ce qui revienï 
s encore au même , pour les solides qui sont , en entier , d'un même 
. » cdté du plan de chacune de leurs faces. Ces polyèdres sont , \ 
• la vérité , ceux qu'on a coutume de considérer principalement 
» dans les élémens. Cependant la définition des polyèdres , suivant 
» laquelle Ils sont des solides terminés de toutes parts , 'par des 
» figures planes , n'exclut point les polyèdres i parties r«ntrantes.. 
» A moins donc qu'on n'avertisse ( ainsi que le fait Legendre ) , 
» qu'on s'occupe exclusivement des premiers polyèdres , on s'expose 
^ k donner comme générales des conclusions qui ne sont applicables 
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V qo'au- point de vue particulier sous lequel on a envisagé le sujet 

» dont on s'occupe. » 

On voit , par cet expose , que le mémoire de M. XihuïHer ren- 
ferme deux parties bien distinctes. Dans la première, l'auteur. se 
propoic de dëmonlrer le théorème d'EuIer , d'une manière qui lui 
est propre. Son but, dans la seconde, est d'indiquer lea diverses 
sortes d'exceptions auxquelles ce théorème est stijet. Je suivrai la 
m^me division dans l'analise de ce mémoire. 

1. La première proposition que M. Lhuilier établit, et qui est 
presque évidente d'elle-même , est que , dans toute pyramide , le 
nombre des faces , plus le nombre des angles solides surpasse de 
deux unités le nombre des arêtes. On voit en c/fet que , si l'on 
désigne respectivement par F , S , A ces trois nombres , et qu'on 
représente par m le nombre des côtés du polygone base de la pyra- 
mide ^ on. aura 

P=.m-\-i , S—m-\-i f A=:2m { * 

d'oii , . 

F-\-$^zm-\'2=A-^2, 

■ .1, M. Lhuilier établit ensuite cet autre théorème : Si deux polyldres 
sont tels que ^- dans chacun ^ le nombre des faces ^ plus le nombre 
des angles solides surpasse de deux unités le nombre des arêtes ; 
et si j en n^me temps , ces deux polyèdres ont une fa^e égale par 
laquelle ils puissent être appliqués l'un à l'autre % dans le polyèdre 
Tésultdni de . leur .réunion , la somme du nombre des faces et du 
■nombre des angles solides surpassera aussi de deux unités le nombre 
des arêtes. 

Four prouver cette proposition , M. Lihuilîer considère que si n 
désigne. 1^ nombre des côtés des faces des deux polyèdres, que l'o.n 
fait coïncidec ;."que (Je plus;», p' et F désignent tant les deux corpsi 
que le corps fbrrfié de leurasGemblage; que les nombres de f^ces "à'/iitgles 
solides. et d'arêtes soient _/, s, a, pour p, qu'ils soient/', s', a\ 
pour ^ 1 et qu'ils soient, en£n F ,.S , Ai pour P , on devra avoicr 
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r=/+J'—2 , S=s+s'—n ; ^=a+<>'— B ; 
d'où 

nais f par l'hypothèse , 

donc 

Je dois ohserver ici (ju'il n'est pas vrai généralement que , comm* 
le suppose M, Lhuilier , la coïncidence des deux polyèdres diminue 
de n le Dombre total , tant de leurs angles solides que, de leurs 
arêtes , et de 2 le nombre de leurs faces ; mais néanmoins la pro- 
position est Traie dans tous les cas. 

D'abord > par l'application des deux solides, l'un contre l'autre, 
il peut . arriver que deux faces correspondantes et adjacentes aux 
faces superposées coïncident , de manière à ne former , par leur 
réunion , qu'une face unique ; le solide composé aura donc une face 
de moins qa'il n'en aurait eu sans cette circoostance ; mais il aura 
aussi une arête de moins. Si donc le nombre des coïncidences de 
cette nature est m , tandis que F se changera en F^m , A se 
changera aussi en A— m , ce qui ne changera rien à l'équation 
F-\~S='A-\-2. 

Deux angles solides ^ correspondans dans les deux corps , peuvent, 
être trièdres , et tels que , par leur réunion , ils forment un angle 
dièdre. Cette circonstance entraînera la réduction de quatre faces à 
deux , celle de quatre arêtes à une seule , et la suppression d'un 
angle solide. Si donc cela arrive m fois ^ F se changera en F — 2m , 
S en S — m , tt A en A— 3m ; ce qui ne changera encore rien à 
l'équation F+S=A+2. 

Il est essentiel de remarquer que si, dans un angle solide du 
corps total résultant de la réunion de deux angles soliâes corres- 
pondans des corps partiels , deux arêtes se trouvaient ne former qu'une 
seule ligne droite , cette ligne droite n'en devrait pas moins être 
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comptée pAur denx arêtes distinctes. Eu géDéral , U faudra supposer, 
dans tout ce qui va suivre , que , si plusieurs sommets d'un polyèdre 
se trouvent situtîs sur une même ligne droite « et que celte ligue 
droite soit en même temps arête de tous les angles solides auxquels 
ces sommets appartiennent , elle devra êlre comptée pour autapt 
d'arêtes distinctes que ces sommets y formeront de divisions. 

3. Le tour de raisonnement qui >ient d'être employé, pour démontrer 
la seconde proposition de M. Lhuitier » peut être appliqué i démontrer 
une proposition de géométrie plane dont on n'a encore donné nulle 
part jusqu'ici une démonstration complète. Cette proposition eAque, 
Jans toui polygone , pians et rectUigne , la somme des angles 
intérieurs caut deux angles droits pris autant de fois moins deus 
que le polygone a de côtés. Les déi|ionstrations qu'on en donne 
communément suppose que le polygone est convexe ou que du moins 
il existe quelque point , dans son intérieur, par lequel tl est impossible 
de faire passer une droite qui rencontre son périmètre en plus de 
deux points. Voici comment on en peut obtenir une démonstration 
générale, et tout & fait indépendante de la nature du polygone. 

Il faut d'abord démontrer que si y dans deux polygones , la somme 
des angles intérieurs vaut deus angles droits , pris autant de foî^ 
moins àeus tjue ces polygones ont de côtés ; et , si ces polygones 
ont un côté égal par lequel ils puissent être réunis l'un à F autre , 
de manière à ne plus former qu'un polygone unique , la somme 
des angles intérieurs de ce nouveau polygone sera encore égale à 
deux angles droits , pris autant de fois moins deux que ce polygont 
aura de côtés. . 

Soient , en effet , ^ , p' les deux polygones proposés ; soit P le 
polygone résultant de leur assemblage ; soient respectivement m, m' , 
M les nombres de côtés de ces polygones ; soit A l'angle droit «t 
soient enfin respectivement s ^ s' y S les sommes d'angles iotérieura 
de trois polygones. 

D'après l'bypothése, on aura 

j=3(in— 2)A , 5''=3(m'— 3)A» 
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Prësentement , dans la réunion des deux polygones , il peut se 
présenter les trois cas que 'voici : I." ou aucun de» deux angles 
adjacents au côté commun , dans l'un des polygones , ne sera sup- 
plément de son correspondant dans l'autre polygone ; 2.* ou l'un 
seulement de ce» angles , dans le premier , sera supplément de son 
correspondant dan» le second ; 3.' ou enBn ils seront tous deux , 
dans le premier , supplémen» de leurs corrcspondans dans le second. 
Dans le premier cas , on aura 

5=:2(CT+/n'— 4)A = a(J»f— 3) A. 
Dans le second cas . on aura 

d'où 

S= 3(ra4-/n'-5)A=a(Jïf-3)A. 
Enfin , dans le troisième cas » on aura 

5=j-hï'— 4A , Jf=m+m'— 4 ; 
d'où 

S~ 2(CT-l-m/— 6)A=3(^— i)A. 

Cela posé , soit un .polygone non convexe , ayant des angles 
rentrans, en nombre quelconque. Si par le sommet de l'un quel- 
conque de ces angles rentrans , on mène une droite indétînie qui 
passe entre les cdiés de cet angle , cette droite divisera le polygone 
en* deux autres qui y pris ensemble , auront évidemment un angle 
rentrant de moins que le premier. Opérant donc de laméme nlianîère 
•ur ceux-ci , et poursuivant continuellement ainsi , le polygone proposé 
se trouvera enfin divisé en un certain nombre de polygones convexes ^ 
dans chacun desquels la somme des angles intérieurs sera , comme 
l'on sait , égale ii deux angles droits , pris autant de fois moins deux 
que ce polygone aura de cdiés. 

Le polygone proposé pouvant donc être ctmsidéré comme formé 
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par l'application successive de ces polygones partiels les uns contre 
^les autres ; en vertu du théorème démontre , il devra jouir aussi de 
la mâme propriëtë. 

De U résulte cette conséquence , savoir : que le plus petit nomhr* 
des triangles dans lesquels un polygone quelconque puisse iirt 
divisé , est toujours inférieur de deux unités au nombre de ses côtés. 

4. Cette conséquence . et le principe d'où elle dérive , ne sont 
vrais , au surplus , qu'autant qtie le polygone est lermioé par une seule 
ligne continue. Ou ne pourrait l'appliquer , par exemple , au polygone 
annulaire ou couronne polygonale , c'est-à-dire , à l'espace plan ccAnpris 
entre deux polygones décrits l'un dans l'autre. 

Soient m et m^ les nombres de côtés des polygones extérieur et 
intérieur bornant la couronne. Tandis que la somme des angles du 
premier devra être estimée 2(m — 2)A, la somme des angles du second 
devra itre estimée 4^'^ — a'^m' — 2)A ou 2(m'+2)A ; la somme des 
angles intérieurs de la couronne sera donc :t{m-^m'\i^ , c'est-^-dire , 
autant de fois deux angles droits qu'elle aura de côtés ; elle ne pourra 
donc être divisée en un moindre nombre de triangles. 

En général , un espace plan peut être compris entre n polygones , 
extérieurs les uns aux autres, et un polygone qui les enferme tous. 
Si M est le nombre total des lignes droites qui terminent cet espace, 
la somme de ses angles intérieurs sera 2[M'-\^2.(n — i)]A. 

5. Je reviens au mémoire de M. Lbuilier. L'auteur établit pour 
troisième proposition que y si un corps est composé d'un nombre 
quelconque de pyramides , ayant un sommet commun ,■ de manière 
que ces pyramides soient appliquées , deux à deux , par des faces 
latérales communes ; le nombre des faces de ce corps augmenté du 
nombre de ses angles solides surpassera de deux unités le mmtbr* 
de ses arêtes. Cette proposition est , en effet , une conséquence 
nécessaire et évidente de ce qui a été démontré (i et 2). 

M. Lhuilier observe ensuite que , bien que la démouslration de 
cette proposition suppose que chaque nouvelle pyramide qu'on inlro- 
',duit ne s'applique au corps formé de la réunion des autres que - 

par 
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par une seule face latérale, elle aura lieu ëgalemeiit, si la coïn- 
cidence a lieu pour un plus grand nombre de faces de la nouvelle 
pyramide introduite. 

En supposant » en eifet , que cette ccûncidence s'opère par n faces 
latérales consécutives , au lieu de s'opérer par une seule ; il en résultera, 
dans le solide total , une diminution de 2(n — i) faces , de (n-^-i) 
angle» solides et de 3(n— 1) arêtes j F , S , A se changeront don* 
Tespectivemenl en F — 2(0 — i) , S^p — 1) , A — Z(n — 1); ce qui 
ne changera rien à l'équation i^+5=*'/-|-a. Ce raisonnement s'ap- 
pliquant évidemment au cas oii la dernière pyramide coïnciderait 
avec l'avant - dernier solide par toutes ses faces latérales, en rem- 
plissant un creux pyramidal qui y serait resté ; je me dispenserai 
de transcrire ici ce que M. Lhuilier dit en particulier , relativement 
\ ce cas. Je ne dirai rien non plus du cas oh la réunion de deux 
pyramides amènerait leurs bases à ne plus former qu'un seul plan ; 
d'autant qu'en complétant , comnje je t'ai fait , ta démonstration de 
la deuxième proposition de M. Lhuilier , l'examen particulier de ce 
cas devient absolument superflu. 

6.De tout ce qui précède résulté évidemment'que, dans toutpoIyMre; 
le nombre des- faces augmenté du nombre des angles sohdes , sur~ 
passe de deux unités le nombre des arêtes , toutes les fois , du 
moins , que ce polyèdre pourra être considéré comme composé de 
pyramides ayant un sommet commun ; ce qui aura lieu pour tout 
polyèdre convexe > et plus généralement pour tout polyèdre dans 
l'intérieur duquel il y aura au moins un point par lequel il sera 
impossible de faire passer une droite qui rencontre sa surface en 
plus de deux joints. Mais » en appliquant à la proposition (2) un 
raisonnement aualague Jk celui qui a été fait (3), pour les polygones, 
on parviendra aisément à se convaincre que le Théorème d'Euîer 
est vrai généralement , pour les polyèdres convexes, ou non convexes , 
sauf les exceptions dont il sera parlé ci-après. 

7. Ce .théorème est, au surplus', susceptible d'une démonstration 
qui , sans être plus longue que celle de M. Legendre , a sur elle l'avan-^' 
Tom. in. 25 
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tagc d'être toot-i-faU élémentaire. Je Tais l'exposer en peu de tnots. 

Soit d'abord JV le nombre des côtés d'un polygone qaelconque ; 
soit divisé ce polygone , d'une manière arbitraire , en compartimens 
polygonaux , par des droites concourant tant à ses sommets qu'à 
différens points dans son jolérieur. Soient /" le nombre des polygones 
'partiels résultant de sa décomposition , s le nombre des points , y 
compris les sommets du polygone donné , où concourent les droites 
qui serrent de côtés à ces polygones , et enRn a le nombre de ces 
droites en y comprenant les N câlës du polygone donné. 

Soient m , m^ f m'*, .... les' nombres respectifs de cdiés des poly- 
gones partiels ; leurs sommes d'angles seront respectivement 2mA — 4Â, 

2m'A^'^A , 2m^'A'—4^ , ; donc la somme de tous leurs 

angles sera 

2(m-\-m'+m»+.,.*)A—4fA , 

cette somme devant être égale à la somme z{N — 2)A des angles 
intérieurs du polygone proposé-, plus à itutant de fois quatre angles 
droits qu'il y a de points de concours intérieurs , et le nombre de 
ceux-ci étant évidemment s — iV , on aura 

a(/B+m'-HB"+....)A— 4/"A=fl(iV— *)A-H(f— JV>A , 
nu plus simplement 

m-\-m^-\~m''-^.... — 3/=2s — iV— 2 ; 
mais chaque ligne, excepté les côtés du polygone proposé, servant, 
de côté à deux polygones » on doit avoir 

aa^N-^m+m'+m''-^ ; 

ajoutant cette équation à la précédente , U^iendra , en réduisant , 
transposant et divisant par 2 , 

c'est-à-dire , que le nombre des polygones partids , migmenti da 
nombre des pointa de concours des droites tjid les forment ,. surpasse 
d^une unité le nombre de ces droites. 
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Cela pos^ t soit un polyèdre dont une face soît transparente ; et 
concevons que l'œil s'approche assez de cette face, exiérieuremen* , 
ponr qu'il puisse apercevoir l'Intérieur de toutes les autres faces ; <!e 
. qui sera toujours possible , lorsque le polyèdre sera convexe. Les 
choses étant ' ainsi disposées , conceTons qu'il soit fait , sur le plan 
de la face transparente, une perspective de TensemUe de toutes le» 
autres. Kn conservant les mêmes notations que ct-dessus , cette pers^ 
pective sera un polygone divisé en i'*—! comparlimens polygonaux, 
terminés par A droites concourant en S points. On aura donc , par 
ce qui précède , 

d'oi 

Ceci ne s'applique généralement , à la vérité ,~ qu'aux poly^res 
convexes ; mais nous avons déjà vu que ' la proposition étant vraie 
pour les polyèdres de Cette nature , elle l'est aussi pour tous lei 
autres. 

Au surplus , quelque simple que soit cette démonstration , on 
lui préférera peut-être enctve , avec raison , la belle démonstration 
de M. Gaudiy (*) » qui a le précieux avantage de ne supposer nul- 
lement que le polyèdre soît convexe. 

S. Si l'on veut que , dans un polyèdre , toutes Us faces aient un 
même nombre f de côtés , et tous les angles solides un même nom- 
bre j d'arétes»on aura, p*ur déterminera, F^ 5 les trois équations 

fF=2.A , j5=a^ . 5+J^=^+2. 
Ces équations n'éprouvant aucun changement , lorsqu'on y permute 
4 la fois y contre ^ et ^ contre 5 , on «n conclut que les polyèdres 
de cette nature sont réciproques , deux à deux ; en sorte que , dans 
les deux d'une même couple , le ngmbre des arêtes est le même , 

(*> Vojes la Corrtipondonce lur Vicole polytechnigut , tom. Il , n.*^ 3 , jan- 
ner 181 1 , pan a53. « 
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et que, de plus , le nombre des faces de chacun est le même que 
le nombre des sommets de l'autre; ce qui permet de les inscrire ou 
circonscrire l'un à l'autre. 
De ces équations on tire 

\i- '/- j.^ ^ c- 4/ 

ta nécessite d'avoir pour_/, s y F , S , ^ des nombres entiers positifs , 
plus grands que 2 , borne les solutions do ces équations aux 
suivantes : 

/=3 ,3.4.3,5,3,6.4;. 
j =3, 4, 3.5,3,6,3,4, 
F=^ , 8 , 6 ,20, 12. oc, 00, 00, 
S:^4 > 6 , 8 ,i2,2o,o»f 09, 00, 
^=6 , lâj i2,3o,3o, œ, 00, 03. 

On conclut .de 1^ que non seulement il n'y a que cinq corps 
réguliers , maïs qu'il ne peut exister que cinq sortes de polyèdres , 
réguliers ou non , dont toutes les faces aient le mAme nombre de 
tAXis , et tous les angles solides le même nombre d'arêtes. 

On voit . en outre , que la sphère peut ^ sous trois points de vue 
dilFérens , être considérée comme un polyèdre régulier , ayant des 
faces infiniment petites en nombre infini ; ces faces pouvant être 
ou des triangles réunis six par six , ou des hexagones réunis trois 
par trois, ou entïn des quarrés réunis quatre par quatre. 

On voit encore qu'un plan ne peut être exactement couvert avec 
des polygones d'une même sorte , assemblés en même nombre autour 
de chaque sommet , que de trois manières diiTérentes . savoir : arec 
des triangles rassemblés six par six ; 2.° avec des quarrés assemblés 
quatre par quatre ; 3," avec des hexagones assemblés trois par trois. 

On voit enfin que les polyèdres réguliers de mêmes couples sont 
le tétraèdre avec lui-même, l'hexaèdre avec l'octaèdre, le dodécaèdre 
avec ricosaèdre , la sphère couverte d'hexagones avec la sphère cou* 
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Tcrte de triangles , et enfia la sphère couverte de , quarr^s avec 
elle-même (*). 

9. Après avoir dëmontrë , de la manière, que nous avons dit ci- 
dessus , le théorème fondamental d'Euler, M. Lhuilier s'oiccupe de 
la démonstration du second théorème , relatif à réimpression de la 
somme des angles des faces d'i^n polyèdre : voici cette démonstration. 

Soienty, ,y^ , /"j ,y„ les nombres qui expriment combieD il 

y a , dans un polyèdre , de faces ayant respectivement 3> 4, 5,.. ...n 
côtés ; soient f le nombre total des faces du polyèdre , A \e nombre 
de ses arêtes, et V la valeur totale des angles de ses faces. L'angle 
droit étant pris pour une unité , on aura 

f=5/,(3-î)+V/4-;i)+=/,(5-2)+ +2/.(-.-2) , 

F=2(,i/,+^,+5/,+ . . .+»/;)-4C/,+/.+/,+.. .+/») , 
OU, enfin , 

c'est-à-dire , A» somme des angles des faces d'un polyèdre vaut 
quatre angles droits , pris autant de fois qu'ii y a d'unités dans 
l'excès du nombre des arêtes de ce polyèdre, sur le nombre d« 
ses faces. 

L'équation F-\-S=A-\-2 donnant A~S=S—2 ; on a aussi 

c'est-à-dire , la somme des angles des faces d'un polyèdre vaut quatre 
angles droits pris autant de fois moins deux gue le polyèdre a de 
sommets. 



' O Dans les Mémoires de l'académie des science) de Paris, pour lysS , M. 
àe Mairan a doniië des recherches curieuses relatives k l'inscription et à la circons- 
criptioM du cube A l'octaèdre; mais personne , qu« jo sache , ne ^est occupé des 
mêmes questrôns relaUvenient aux autres couples d« poljèdres. Les recherches de ce 
genre eugent d'autant plus de aa^acicë qu'on ne saurait guère j appliquer les méthodes 
enUnaiies. 
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M. L'huilier remarcfue que les deux équations y^^(^A-^F) et 
y:= ^(S — :i) étant susceptibles d'être démontrées directement , et indépen- 
damment l'une de l'autre, il en résulte de nouveau F-^S^j4-^2i 
mais il ne croît pas devoir s'arriter i développer ce moyen de 
démonstiïition. 

10. M. Lhuilier indique encore un antre moyen de démonstration 
aS56z simple , et que je vais développer brièvement. 

Soient F , S , A respectivement les nombres de faces de sommets 
et d'arêtes d'un tronc de prisme que , pour fixer les idées , on peut 
supposer foire partie d'un prisme droit ; si l'on désigne par m le 
nombre des c4tés du polygone qui sert de base à ce tronc > on aurai 
évidemment 

Fi^m+z , 5=2;n , A=Zm ; 
d*o& 

. F+$=iZm^2=A+i i 
c'est-à-dire , que , dans un tronc de prisme , ie nomhre des faces , 
augmenté du nombre des sommets , surpasse de deux unités le 
nombre des arêtes. 

Soit présentement un corps formé par une suite do troncs de 
* prismes droits y dont les bases inférieures . toutes situées sur un 
mémo plan horizontal , et continues le> unes aux autres , forment , 
par leur réunion , un poVigone. unique; ces troncs se trouvant unis 
les uns aux autres par des faces latérales égales. Par un raisonnement 
semblable à celui qui a été développé (5) , on prouvera aisément 
que , dans le corps formé de l'assemblage- do ces prismes , le nombre 
des faces, augmenté du nombre des sommets, surpasse de deux unités 
le nombre des arêtes. 

X^a base supérieure dt ce corps est une surface polyèdre non ferrn^. ' 
Désignons par J la nombre de &ti faces , par s le nombre de ies 
sommets , et par a le nombre de st^ arêtes. Soit N le nombre des 
cdtés de la base inférieure du même corps ; soient F le nombre 
total de ses faces , S le nombre total de ses sommets et A le nombre 
total de ses arêtes > nous aurons évidemment 
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puis donc qu'on doit avoir 
il viendra 

(/-i-iv+i)-K^+iV)=C<j+2iv)+2 , 

OU , en réduisant 

e'est-^-dire , t^nt , dans une surface polyèdre^ non fermée ^ie norhhre 
des faces , augmenté du nomire des sommets , surpasse d!une unité 
le nombre des arêtes , pourra cependant que cette surface soit de 
nature ji ce que les parpendieulàîres à un plan conTenablement situé 
par rapport à elle , ne la rencontrent qu'en on seut peint. 

Soit enfin un polyèdre quelconque auquel on circonscrire un prisme 
dont les arêtes aieqt une direction telle qu'aucune d'elles ne se 
confonde avec ses faces. Ce pri^ne touchera le polyèdre selon une 
suite d'arêtes consécutives qui diviseront sa surface en deux surfaces, 
polyèdres non fermées. Soient respectivement f et f les nombres de 
faces de ces deux portions ^ s tt s' leurs nombres de sommets , et 
enJia a et a' leurs nombres d'arêtes ; on aura , par ce qui précède , 

Soient ensuite F le nombre total des faces du po]yèih« , £ le ' 
nombre de ses sommets , et .^ le nombre de ses arêtes. En désignant 
par A' le nonibre des côtés du polygone , plan ou gauche , qui termine 
ses deux parties , on aura évidemment 

d'où 

Ceci suppose toujours , au surplus , qu'il y a un certain plan tel 

que les droites -qui lui sont perpendiculaires ne rencontrent la surfabe 
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du poly^re qu'en deux points au plus ; mais tout plan satisfait & 
cette condition , lorsque le polyèdre est convexe ; et l'on sait que le 
théorème , une fois démontré pour les polyèdres de cette nature, peut 
être facilement étendu k tous les autre!. 

Dans la seconde partie de son mémoire , M. Lhuilier , ainsi que 
je l'ai annoncé, s'occupe des diverses exceptions auxquelles le Théorème 
ifEu/er est assujetti. Ces exceptions sont de trois sortes. Je vais les 
présenter successivement. 

II. La première sorte d'exception a lieu lorsque le [H>Iyèdre ren- 
ferme une cavité intérieure ;c'esl-à-dlre , lorsqu'il est compris entre deux 
surfaces isolées et entièrement renfermées l'une dans l'autre. 

Soient alors , en effet y y, s, a\ea nombres de faces , de sommets 
et d'arêtes de la surface extérieure ; soient f ■, s' t af les nombres 
analogues pour la surface intérieure ; on aura , par ce qui précède > 



mais, en daignant par F le nombre toul des faces du polyèdre, 
par S le nombre total de ses sommets . et par Â le nombre total 
de ses arêtes , on aura évîdeilimeot 

on aura donc aussi 

c'est-V-dire, qile ^ dans un tel polyèdre , le nombre des faces , augmenté 
d u nombre des sommets , surpasse de quatre unités le nombre 
des arêtes. 

En 
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En gênerai , un corps peut être compris entre n surfaces polyèdres 

fermées , extérieure! les unes aux autres , et une surface polyèdre 

fermée qui les renferme toutes; en conservant d'ailleurs les mêmes 

notations que ci-dessus, on a alws 

Si l'on représente par V la valeur totale de la somme des anslet 
des faces d'un tel polyèdre, on aura (cf) 

y^i{A-F)=i[S-2(,n+,)-]. 

13. La seconde sorte d'exception a lieu, lorsque le polyèdre est 
annulaire ; c'est-i-dire , lorsqu'ètant d'ailleurs compris sons une surface 
uuique , il a une ouverture qui le traverse de part en part. 

Concevons que l'on fasse 1 un tel anneau une section plane qui , 
en supposant les deux faces de la section séparées , le fasse rentrer 
dans la classe des polyèdres ordinaires ; soient alors désignés par F' le 
nombre de ses faces , par 5' le nombre de ses sommets , et par A* 
le nombre de ses arêtes ; on aura , comme ci-dessus , 

Soient n les nombres de cdtës de deux faces de la section ; conce* 
Tons que l'on soude ces deux faces l'une à l'autre , pour rétablir le 
polyèdre dans son état primitif; soient alors S y F ^ A \ts quantités 
analogues à celles que nous avions désignées par S' , F' , A' y lorsque le 
polyèdre était ouvert ; en raisonnant comme nous l'avons fait (p) , 
on se convaincra qu'on doit avur 

, ou 
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F+S-À ; 

c'est-à-dire , que , dans un tel polyèdre , le nombre des faces , 
augmenté du nombre des sommets , est précisément égal au nombre 
des arêtes. 

En gênerai un polyèdre termine par une surface unique peut éire 
percé, de part en part, par un nombre plus ou moins grand d'ou- 
vertures distinctes. Si n désigne le nombre de ses ouvertures , 
on aura 

F-^S = A-:x{n—i). 

Si l'on représente par V la valeur totale de la somme des angles 
des faces d'un tel polyèdre , on aura (q) ' 

r=4C^— /0=4[5-*-3;«— i)]. 

i3. J'avais , depuis long- temps, remarqué ces deux premières sortes 
d'exceptions; mais M. Lhuilîer est, je crois, le premier qui ait fait 
attention à la troisième ; et elle devait d'autant plus facilement échapper 
à l'observation des géomètres , que les polyèdres auxquels elle est 
relative, ne paraissent pas différer essentiellement de ceux que l'on 
est dans l'usage de considérer. Cette troisième sorte d'exception a 
lieu, lorsque quelques-unes des faces du polyèdre sont des polygones 
compris dans l'exception qui a été développée (4) ; comme , par 
exemple , lorsqu'une des faces du polyèdre est une couronne poly- 
gonale ; ainsi quil arrive , lorsque le polyèdre résulte de l'union de ' 
deux autres polyèdres, par deux faces inégales^ dont la plus petite 
3e trouve entièrement comprise dans la plus grande. 

Pour passer, de suite, au cas le plus général, supposons que 
Tune des faces du polyèdre soit comprise entre n polygones, extérieurs 
les uns aux autres et un polygone qui les renferme tous. 11 est facile 
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de se convaincre qu'en menant convenablement , dans cette face , 
n-f-i diagonales, elles la diviseront «n deux polygones qui ne su 
trouveront plus dans le-cas d'exception ; de manière qu'il sera permis 
de considérer alors ces deux polygones comme deux faces du 
polyèdre, pourvu que l'on considère les n+i diagonales qu'on aura 
menées comme autant de nouvelles arêtes. Le polyidre se trouvant 
ainsi hors du cas d'exception ; si l'on désigne par F^ le nombre total de ses 
faces , la face dont il s'agit étant comptée comme double ; par 5' 
le nombre de ses sommets ; et cnHn par A' le nombre de ses arêtes , 
y compris les n-{~i diagonales dout il vient d'être question ; on 
devra avoir 

Mais si l'on désigne par F, S , A les mêmes choses pour le polyèdre» 
considéré sous le premier point de vue , on aura évidemment 

an substituant donc et transposant , îl viendra 

F-\-S=A+(n-{-2) ; 

c'eSt-i-dire , que , dans un tel polyhdre , le nombre des faces augmenté 
du nombre des sommets surpasse le nombre des arêtes de deux 
unités augmentées du nombre des polygones intérieurs à la face çui 
fait exception , ou d'une unité augmentée du nombre total des poly- 
gones qui terminent cette face. 

En général , le polyèdre peut avoir plusieurs faces dans le cas 
d'exception développé (4); et si i pour celles qui suivent la première , 
en désigne par n' , n" ^ n'",.... ce que nous avons désigné parn, 
pour celle-ci , on aura 
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Si l'on représente par V la valeur totale des angles des faces d'un' 
tel polyèdre , on aura 

r=4ÏC^-^+(«+«'+«"+--.-)}=4C«y-2) ! 

ainsi, il n'y a lieu ici à aucune exception quant \ la valeur de 
la somme des angles des facts , lorsqu'on cSvalue cette somme en 
fonction du nombre des sommets. 

• L'exception que je viens d'exposer n dit M. Lhuilîer « doit se 

• présenter fréquemment dans la nature. Dans les agrégations mu- 
» tuelies des corps , et en particulier dans les groupes de cristaux , 

• à moins qu'il n'y ait une cause puissante qui les détermine \ 
» s'appliquer par des faces coïncidentes , Il doit se rencontrer des 
» cas ou l'application se fait d'une manière propre à donner lieu 
» À l'exception dont il s'agit. Aussi ai-je vu , dans la belle collection 
» de minéraux que possède mon amt et collègue le professeur FIctet , 
» l'un des inspecteurs généraux de l'université , dïiTérens groupes 
Il de cristaux , conformes à cette exception ; parmi lesquels j'ai remar- 
» que des groupes de cristaux de spath calcaire , et des grès de ta 
» carrière de Montmartre. » 

1 4* M. Lhuilier termine par observer que les trois sortes d'exceptions 
qu'il vient do considérer, et qui paraissent être les seules auxquelles 
le théorème d'Euler puisse ôlre sujet, pouvant se trouver réunis dans 
un même polyèdre , et s'y trouver chacune indéfiniment ; Il s'ensuit 
qu'il peut exister des polyèdres dans lesquels le nombre des faces 
augmenté du nombre des sommets surpasse le nombre des arêtes, ou 
soit surpassé par lui d'un nombre d'unités donné et quelconque. 

Si I représente le nombre des cavités intérieures d'un polyèdre ; 
que o désigne le nombre des ouvertures qui y sont pratiquées , dt 
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. part en part, et qu'enfin plusieurs iet faces soient bornées par des 
polygones Intérieurs au nombre de /> , p^ , p" ,>»., pour chacune 
j'ellcs respectivement ; on aura 

F^$=A-^2{i~o-\-i)-^(j>-\-p'-\-p" -{-....) ; 

et eonséquemment la condition nécessaire et suffisante pour que le 
polyèdre ne fasse pas exception au théorème d'Euler, sera 



2i-\-p+p'+p"-^ . . 



GEOMETRIE. 

Démonstration de deux théor.èmes de polyêdromélrie ; 

Par M. Français , professeur de mathématiques à l'écple 
impériale de rartillerie et du génie. 



X^N désignant par 5 .le nombre des sommets ou angles solides d'un 
polyèdre quelconque ; par A le nombre de ses arêtes ; par F le 
nombre de ses faces ; par P la somme des angles plans de ces mêmes 
faces; et enfin par D un angle droit; on a ces deux théorèmes d'Ëuler . 

(") VojM le précédent méniDire. 
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Soient rcprësent^f s , du plus , par 5, la somme des angles solides ou 

polyèdres , et pat ^, la somme des angles dièdres. (*) 

Cela pos^ i soit p un angle polyèdre quelconque , formé par un 
nombre n de faces ; soit s la somme des angles dièdres que ces faces 

forment consécutivement , et pdr conséquent — la somme des inctî- 

naisons consécutives de ces faces (**} / on aura 

^=7-=0C"-=)- C3) ("•) 

Si l'on évalue de la mâme manière tous les angles solides d'un 
polyèdre, et qu'on les ajoute eDS:mble ; la somme de tous les p 
deviendra 5, ; celle de tous l<-< s devîeadra zÀ, ( car chacun des 
angles dièdres *se trouve répété deux fois ) ; U somme des n , par 
la même raison , deviendra iA ; et le nombre — s , se trouvant 
répété autant qu'il y a d'angles solides, deviendra —35 ; ainsi on aura 

5,=.^,— 3i)(2^— 25)=^.— 4i>(^-5). (4) 

Cette équation , mise sous la fLr.ne 

S.4D~S,-A.4D~^t . (5) 

exprime une propriété bien simple et bien remarquable des poly&drcs , 



(*) Je disiingtie l'angle dièJre de l'Incttriaison des deux plani qui forment cet 
■ nele : cette incUnaÏMin n'eat ^gale iju'ji la moitié de l'angle dièdre qui , pour l'uni- 
Fiirniil^ , doit , comme le» angle* polyèdres , éire mesure par la portion de êurhet 
■;ihéri<]ue qu'il intercepte. Or , un angle dièdre ^uivaut A deux an^ei irîèdrei ^ 
ayant chacun ponr meaute l'InctiiuisoD des deux, plant qui Tonnent l'angle dièdre.' 
tiote de M. Françaù. 
(••) Voye» la pr^cWente note. 

(•••) Voyez la Géométrie de M, Legendre , liv. VU , prop. xxrv. 

J. Û. G. 
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qui peut être énoncée ainsi : la somme des supplémens ( à une demi- 
âphère ) des angles solides d'un polyèdre est égale à la somme des 
supplémens ( à une demi-sphère ) des angles dièdres de ce polyèdre. 

Si , dens l'équation (4) , on substitue, , pour A — S , sa valeur 
F — 3, donnée par l'équation (1), elle devient 

^,-5.=4Z)(F-2) ; (6) 

et fait voir que l'excès de la somme des angles dièdres d'un polyèdre 
sur celle de ses angles solides est égal à autant de J'ois auatre angles 
droits que le polyèdre a de faces moins deux. Cet excès ne dépend 
donc que du nombre des faces, de même que la somme des angles 
plans P ne dépend que du nombre des sommets ou angles solides. 
Les équations (1), {.-) > 1.6) forment un système de relations, 
entre les cinq quantités ^, 5, F , P, A, — S, , au moyen duquel 
deux quelconques d'entre elles étant données^ on pourra déterminer 
les trois autres. ' 

N. B. Les deux théorèmes que je viens de démontrer sont dus 
À feu mon frère , qui y est parvenu par des sommations longues 
et pénibles. La démonstration que je viens d'en donner semble per- 
mettre de les introduire dans les élémens de géométrie. (*) 



' (*)' Le dernier' de ces deux théorème* dépendant de celui d'EuIer , doit élre , 
comme lui , paHJble de toute* lei diverseï cxceplîont menlionnéei par M. Lhuiliet 
dans le loémoire précédent. 

/. D. G. 
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QUESTIONS RÉSOLUES. 

Démonstrations des deux théorèmes de statique énont^s 
à la page 76 de ce volume ; 

Par MM. Bérard , G. Forni&h , Labroussb , Lambert , 
Lhuilier , RocHAT j I^ GivAMD et Penjon. 



HiNONCÈS. I. La droite qui joint le milieu de Fune quelcon- 
que des diagonales d'un quadrilatère à un foint de l'autre diagonale 
de ce quadrilatère qui soit autant éloigné de tune de ses extrémités 
que le point d'intersection des deux diagonales est éloigné de son 
autre extrémité , contient le centre de gravité de taire de ce qua- 
drilatère. 

II. Si, dans une pyramide quadrangulaire , on joint , par une 
'droite , le centre de granté de Taire du triangle qui , ayant pour 
Base Tune quelconque des diagonales de la hase de la pyramide , 
à mime sommet qu'elle ^ à un point de Tautre diagonale de cette 
hase» qui soit autant éloigné de Tune de ses extrémités que T in- 
tersection des deux diagonales est éloignée de son autre extrémité , 
cette droite contiendra le centre de granté du volume de la pyramide. 

Les JëmoQStrat'ioDs de ces deux théorèmes fournies par MM La- 
brousse , professeur de mathématiques à Montélimart , Lambert , 
professeur «u Ijrcée de Bourges , Bochat et X^egraad , professeurs au 

collège 
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collège de St-Brieux , et Penjon, professeur "au lycée d'Angcr, ne 
dliTerent, pour ainsi dire, que dant l'arrangement des propositions 
et se réduisent à ce qui suit. 

i." Soit ABCD ( fig. I ) un quadrilatère , dont E soit Tinter- . 
section des deux diagonales; soit F le milieu de la diagonale BD, 
et soit porlife CE sur l'autre 'diagonale de A en G ; enfin soit 
joint FG. Il s'agit de ^^montrer que celle dernière droite contient 
le centre de gravité de l'aire du quadrilalèrc ABCD. 

Pour cela soient menées FA , FC , et soient coupées ces droites 
respectivement, en H et I au tiers de leur longueur, h partir dir 
point F ; sott enfin menée HI qui , d'après la construction , sera 
parallèle à ÂC ; et soit K son intersection avec FG. 

Les deux triangles BAD et BCD , ayant même base 6D, ont 
leurs aires proportionnelles i leurs hauteurs, ou, ce qui revient au 
même , dans le rapport de AE i CE , ou encore dans le rapport 
de CG à AG , ou cnBn , à cause des parallèles , ddns le rapport 
de IK it HK ; la droite HI est donc coupée en K en raison inverse 
des aires des triangles BAD et BCD , dont H et 1 sont , par 
construction , les centres de gravité respectifs ; d'où il résulte , par 
le principe de la composition des forces , que le point K de FG ett 
le centre de gravité de l'aire du quadrilatère ABCD. 

11 est facile de conclure de là que la droite FG et la droite 
qu'on mènerait du milieu de AC à un point situé sur BD comme 
l'est le point G sur AC , se couperaient réciproquement en IC au tiers 
de leur longueur. 

2,° Soient S ( fig. 2 ) le sommet d'une pyramide quadrangulaîre, 
ABCD sa base , dont les deux diagonales se coupent' en £; soit F 
le centre de gravité de l'aire du triangle BSD » et soit portée CE sur 
AC , de A en G ; soit enfin joint FG. Il s'agit de démontrer que celle 
dernière droite contient le centre de gravité du volume de la pyra- 
mide SABCD. 

Pour cela soient menées FA , FC , et soient coupées ces droites 
respectivement en H et I , au quart de leur longueur , à partir du 
Tom. Ilk 27 
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point F ; soit enOn menée lil qui , d'après la construction , sera paral- 
lèle à AC; et soit K le point où cette droite coupe FG. 

Les deux télra(^dres BAD et BCD , ayant même base BD , ont 
. leurs volumes proportionnels à leurs hauteurs ou , ce qui revient 
au miîmc , dans le rapport de A£ à C£ , ou encore dans le 
rapport de CG à AG , ou enfin ,_ à cause des parallèles , dans le 
rapport de IK à HK ; la droite Hl est donc coupée en K en raison 
inverse des volumes des deux tétraèdres ASBD , CSBD , dont H 
et I sont , par construction , les centres de gravité respectifs ; d'où il 
résulte, par le principe de la composition des forces, que le point 
K de FG est le centre de gravité du volume de la pyramide qua- 
drangulaire SÂBCD. 

Il est facile do conclure de là que la droite FG et la droite qui 
serait menée du centre de gravité de l'aire du triangle ASC à un 
point situé sur BD de la même manière que le point G est situé 
<ur AC , doivent se couper réciproquement en K au quart de leur 
longueur. 

Les démonstrations fournies par MM. Bërard , principal et pro- 
fesseur de mathématiques au collège de Briançon , G. Fornier , élève 
du lycée de Nismes , et Lhuilier , professeur |i l'académie de 
Genève , ne présentent également entre elles que de très-légères 
di/Térences , et se réduisent à ce qui suit . 

I.* Les choses étant d'ailleurs dans la figure 3 comme dans la 
figure I ; soit 3p la masse du triangle BAD ; îl est connu qu'elle 
pourra être remplacée par trois masses p placées k ses trois sommets. 
Soit de plus 3a la masse du triangle BCD ; cette masse pourra , 
pareillement , itre remplacée -par trois masses y^ placées à ses trois 
commets. 

D'après cette décomposition , on aura deux masses p-^ placée» 
aux deux extrémités de BD, auxquelles on pourra substituer une 
masse unique 3(j>+ç) placée au milieu F de cette droite ; on aura 
de plus deux masses p et ^ placées respectivement aux deux 
extrémités A et C de AC, auxquelles on pourra éridemmeot subs~ 
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tituer nne masse p-\-({ située en G ; ce qui prouve, \ la fois , que 
le centre de gravité de tout le système est en quelque point K de 
FG , et qu'il est au tiers de cette droite, à partir du point F. 

3." Les choses étant d'ailleurs dans la figure 4 comme dans la 
figure 3 ; soit ^p la masse du tétraèdre ASBD ; il est connu qu'elle 
pourra être remplacée par quatre masses p placées à ses quatre 
sommets. Soit de plus i^q la masse du tétraèdre CSQD ; cette ma«se 
pourra pareillement être remplacée par quatre masses y placées à set 
quatre sommets. 

D'après cette décomposition , on aura trois masses p-^i] placées aux 
trois sommets du triangle B^D , auxquelles on pourra substituer une 
masse unique 3(/>-+-y) placée au centre de gravité F de l'aire de ce 
triangle; on aura de plus deux masses /? et y placées respectivement 
aujL deux extrémités A et G de AG , auxquelles on pourra évidem- 
ment substituer une masse unique p-\-<) située en G ; ce qui prouve , 
à ia fois , que le centre de gravité de tout le système est en quelque 
point K de FG , et qu'il est au quart de cette droite , à partir du 
point F. 

M. Bérard reproduit , à cette occasion , une remarque qu'il avait 
déjà faite ailleurs (*) ; c'est que , par de simples intersections de droites , 
on peut facilement déterminer le centre de gravité de Taire d'un 
polygone quelconque. Qu'il s'agisse, par exemple , de déterminer le 
centre de grtvité de l'aire d'un pentagone ; en décomposant , de deux 
manières , ce pentagone , par une diagonale , en un triangle et un 
quadn^tère , et joignant dans chaque cas les centres de gravités des 
aires des deux figures par une droite } on obtiendra deux droites qui 
se couperont au point cherché. 

Ces considérations peuvent facilement élre étendues à la recherche 
du centre de gravité du volume des pyramides et par suite à celte 
du centre de gravité du volume des polyèdres quelconques. 

Aux deux théorèmes qui viennent d'être démontrés , M. Lhullier 

C*) Oputeules malhimatî^uet ; ( Paris tSio ) page i4o. 
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a ajouta le suivant , dont nous laisserons au lecteur le plaisir de 
trouver la démonstration. 

THÉORÈME. Soit un fuseau composé de deux pyramides ayant 
une base commune et leurs sommets situés de différens côtés du 
plan de cette base ; et soient joints ces sommets par une droite. 
Soit pris sur cette droite un point autant distant de tune de ses exlré~ 
mités que son intersection avec le plan de la hase est éloignée de. 
son autre extrémité. Si Fon joint le point ainsi déterminé au centre 
de gravité de Faire de la base commune des deux pyramides , par 
une droite j le centre de gravité du volume du fuseau sera sur cette 
droite , et il se trouvera situé au çuart de sa longueur , à partir 
du plan de la base. (•) 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Théorèmes de Géométrie. 

I. JujE plan qui divise l'un des angles dièdre d'un tétraèdre en deux 
parties égales^ partage l'arête opposée en deux ^egmens proportionnels 
aux aires des faces correspondantes. 

II. La droite qui , partant du sommet d'un tétraèdre , fait des 
angles égaux avec les trois faces adjacentes , rencontre sa base .en un 
point tel qu'en le considérant comme l» sommet commun de trois 
triangles ayant pour bases les trois côtés de cette base, les aires de 
ces triangles sont proportionnelles aux aires des faces correspon- 
dantes. 



(*} Pendant que ceci t'imprimait , M, Ferriot , docteur es science* et profeueu 
ie cuthëmallquei au Ij'cde de Besançon a adressé au Rédacteur une démonstralioi 
de* deux théorèmes. Elle ne diflËre pai aensiblemeut de celle qu'on vient , ej 
prenûer li«u , de faire connaître. 
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ANALISE TRANSCENDANTE. 

Mémoire sur les maxiraa et minima des Jonctions à 
un nombre quelconque de variables ; 

Présenté à la i .'* classe de l'institut, le iSavril i8ii ; 

Par M. J. F. Français , professeur à l'école impériale 
de fartillerie et du géoîe. 



JYX. Lagrange a fait voir que les conditions assignées par Euler , 
pour l'existence des maxima et minîma des fonctions à deux variables, 
étaient insuffisantes, et y a ajouté une nouvelle condition; de plus, 
il a étendu cette théorie aux fonctions d'uo nombre quelconque de 
Variables. Je me propose de faire voir, dans ce mémoire, i." que 
la nouvelle condition introduite par M. Lagraoge exige trop ; 3.* 
qu'outre \t.% maxima et minîma déterminés qu'on a considérés jus- 
qu'à présent , il peut exister une infinité de maxima et minima^ liés 
entre 'eux par une ou plusieurs relations entre les variables de la 
fonction proposée , et que ce cas a précisément lieu , lorsque Jes 
nouvelles conditions assignées par M. Lagrange sont en défaut.' 

1. Si p{x^ tX^ fXf ,....x„) devient un maximum ou un mirti- 
mum\ pour les valeurs j;, =a, , jr, = tx, , ;r',=0, ,.... j;„=<7„ ; on 
pourra représenter un état voisin de cette fonction par 

Tom. III. a8 
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<«,4-f,.».+{..",+{„-«.+lO=-^-Kfi.f.+iB.{.+S,f.+..+B„{.) 

,+Kf.„«;+c.,.(:+t,,,«;+--+c,.o 
+2(c.,.i,i.+c„,{.i,+-..+c.,.(,ij 

+2(c„,s,i.+c,„i,f,+....+(;„,5,i.) 
+ 

+2(C..,,..,i...î..,+C„-,^ï.-.i.)+2C,.,^t,-,C.. ■ 

.+i(--> « 

Pour que le maximum ou minimum ait lieu , !1 faut que le 
second terme du second membre de cette équation soit nul . Indë- 
pcndammeut des valeurs des accroisse mens f , , tt > C| > •••■ En > <iui 
n'y entrent qu'à la première puissance. De plus , il faut , pour le 
minimum , que le troisième terme , qui contient les combinaisons 
deux à deux de ces accroissemens' , soit toujours positif -^ il doit 
toujours être négatif pour le maximum, 

2. En représentant ce troisième terme par 7^ on peut mettre 
V^ sous la forme 

c,,, 

_[ CC,,.Ct,«-C..'. )6»4-cC.. .p., ,—C.„C.. ,)£,+•■ -+CC..tC..n-C|.iC..«)t,]M-'^,] 

r.=(î[(c...c.,.-c.:.)(^,..c,.,-c.'.,)-Cc.,,c,.,-c„.c,^,)%+.... 
. Vr,):[(C..,<:^,'..-<:.:.)(c.,,c,,,-c .■„)-(<;,,, c._,-c...<:..,)'3 » C) 

(*} Pour la &cililâ lypograpliique , on emploie ici le ligne (:} pour réquivaUnt 
de divisé par y comme dans les rapports gcomëtriquet ou par quotiena. 
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''>=K^84-l--...)-+^.],:!KC,,,c.,.-c,-,.XC,,,c,,,-c.;,)_ 

(<;,,,c.,,-c,,.c.„)-][(c,,.c.,.— c.;,xc,„c„.-c;„Mc,,,c.,,-c,,.<:,,,)'] 

-[c,„c.,.-c,;.)(c,,,c„.-c.„c,„)-<c.,.c.„_c,,,c.„xc„.c.,',-c,,lc,j]-|, (*) 



r.= . 



Les coefficîens des accroissemens f, , 1^ , . . . , dans ^, » ^4 ,".... , 
finissent par devenir très-compliqués ; mais , comme ils sont tous 
très-symétrique* , il est aisé d'en assigner la loi , et de les repré- 
senter par des symboles indiquant leur génération et pouvant servir 
^ calculer leurs valeurs. En représentant le coefficient de {^ , dans 
Vf , par *,_, , ceux de î, , fi ,.,..{„ deviennent «,^,,«,4 ,...«»,„ , 
et se déduisent d'une manière très-simple de m^^^'^.C\ t^i,i — ^,\ ; 
il suffît , pour cela-, de changer le 2, après la virgule, en 3, 4 ï-**/!* 
et de ne faire ce changement dans le' second terme .£!,', que pour 
un de ses acteurs; de sorte qu'on aura «, ^z=C^^iC^ — Cj ^Cj , 
-.,4 =^i,,'C'i^4— ^iiïC'»,V»--.,™= ^t.i^t.n—^i.i^i'jt' Ohobtiént ainsi 

Au moyen de cette notation, ^,' devient 
y - f>...''...-*.'..)^+t'...«..^— "■,.«.M>^-.+— •+t*.,.*,^— *...*..„){„]M-y. 

c'esl-à-dire , de la même forme que F, exprimé «n C. On pourra 
donc représenter les coefEciens de cette formule par ^,,, > fit,*> 
^i.i *'"^\^t et. ces quantités se déduiront de |3,,, , comme «,^, , 
"«.<» *»,( »-*"*i,B *fi déduisent de »i,, , de- sorte .qu'on aura 

X*) !•> letlre Z> esr^plojrë* ici, pat abréviation , pour repr^tenter le d^nontîna- 
leur de la rdeur de V■^ ; c'est^i-dire , la quaiilic4 qui «ail le Ngne (:> d«u celle valeiir. 
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En continuant ce raisonnement de la même manière , on démon- 
trera aisément que les termes F, V, , F,, F, ,..-.^wï* ^n-i * 
peuvent être mis sous la forme suivante 

y= ^{(c„,t,+c.,,(,+c„,i,+....+c,,,t^-+r.) , 
y.= ^ i("„î.+...,f,+..„t4+--+-M«.)'+^.i . 

y,= T^ {('•4..f4-H'.„(,+r4,.i.+---K.A)"+''«S • 



cl diaque espèce de symbole dérive de la précédente , comme le» $ 
dérivent des « , et ceux-ci des C. 

En faisant Us substitutions successives de ces quantités dans F» 
'on obtient 
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3. £n faisant , pour abréger 

les conditions , pour le minimum , se rëduisent à 

f7=o , F>o , 

et celles , pour le maximum y à 

U=:0 y V<0 i 

le tout îndëpendamment des valeurs particulières que penvent recevoir 
les accrotssemens £, ; g, , {, ,.... |^. On conclut de là les deux séries 
de conditions suivantes : 

^,=0 , B\=o ,' \B,=o ,.'"^„=o , (4) 

C,,,^o, -,,,>o , ik,,,>o ,....-„,,>o; (5) 

. le signe supérieur de C^^^ ayuit lieu pour le minimum , et le sîgae 
inférieur pour le maximum. 

4- Les conditions (4) sont • toujours nécessaires y pour l'existence 
du maximum ou minimum , et ne peuvent être rempf^cées par 
une autre série de conditions ; npais il n'en est pas de même de& 
conditions (5), qui dépendent entièrement delà manière d'ordonner 
les accroissemens i, , i, , f, {„ entre eux. C,,, peut être rem- 
placé par C,,, , C^,, , C|,,„ ,. ... et recevoir autant de valeurs différentes 
qu'il y a de variables ; «^^^ peut recevoir autant de valeurs diffé- 
rentes qu'on peut faire de combinaisons deux à deux entre. les 
variables ; le nombre des valeurs différentes de jS,,, est égal à celui 
de leurs combinaisons trois à trois; et ainsi de suite, 

Tom. IlL 29 
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Examinons, d'après cela , les différentes circonstances gui peuvent 
avoir Heu , dans ces deux séries de conditions. 

5. Jusqu'à présent , on n'avait considéré les équations (4) que comme 
ayant lieu indépendamment les unes des autres , de manière que 
les valeurs des variables correspondant an maximum ou minimum 
étaient entièrement déterminées ; niais il s'en faut de beaucoup que 
cet état déterminé des variables soit nécessaire pour l'existence du 
maximum ou minimum ; nous allons voir , au contraire , qu'il peut 
avoir -lieu , avec la plus grande indétermination possible entre les 
variables ; et nous examinerons comment le plus ou le moins d'indé- 
termination entre elles influe sur les conditions (5)> 

6. Les équations (4) -sont ëvidamjneni satisfaites par chacun des 
systèmes suivans 

x=o; B,=i,\ , 5,=/,x , 5,=/,^, i?«=/,x j (6) 

x=:o,/»=o; ^,=/^^-^-m,^,B^=/,x^-m,/.,...,5„=/„x•4•'nB^; (7) 

Bn^^>^+m^-^p^w ; (8) 

o{lx, /tyw,..'.y /] «fn, , ^, ,•../,, m, , /»j,. ...... peuvent ttre des 

foncdons quelconques des variables qui entrent dans la fonction proposée. 

Si l'on di/îérentie ks équation* (6) , pour en tirer les valeurs de 

^l.i » ^1,1 t ^1,1 t ^if» » ^1.» » ^1,1 * ^«,4 1 ^w ► 

C,,, , ^nvi'**" trouve, entre ces quantité*, les relayons <*»,t™o t 

•,,j=o , «, ^ = o,.<.. «,,q=3Eo , et par conséquent tous les $ , 

y , ^ , * , s'évanouissent aussi. L'équation (3) se réduit donc à 

■on premier terme , et les condition* (5) à C,,j^o, I^es conditioiu 
du minimum ou maximum seront donc , dans ce cas , 
M*o , <?i,i^o ; (9) 

et toutes les valeurs des variables satisfaisant & l'équation A=o, 
donnent un masimum onixB. minimu/tt , selon que C^^t est négatif 
ou positif. 
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Cependant , dans ce cas , la valeur de V peut devenir nulle , en 
supposant uitrc les accroïssemcns {,,Ci> {,,■■.•{« la relation 

^.,.îi+^.,»t.-«-^., ,*,-»- -t^,,™?«=o. (lo) 

On pourrait donc croire que la condition du maximum ou mîni~ 
mïtm n'bst pas satisfaite géuéralemenl. Mais il est aisé de voir que 
l'équalion (lo) n'est autre chose que l'équation diiTérentielle /,dA=;:o^ 

dans laquelle on a substitué pour d;r, , dx^ , djr, djr„ les accrois- 

semens it * it * li >••••£» î ^''^ ^' donc une suite nécessaire de la 
suppositioD que nous avons faite , et fait voir que , pour toute autre 

relation entre les accroissemens |, , £, > Ei {„ • 1^ quantité V- 

dévient positive pour le minimum et négative pour le maximum. I* 
maximum ou minimum a donc réellement lieu pour toutes les 
Taleu^-s des variables satisfaisant i la relation a^o. 

T,ii diiTérentiant de même les équations (7) , pour en tirer les 
valeurs de C,^, , <^,,i ....C,,». i^i,»» C, ,,,... C,^, C^^^ ,.*,..C„^, 
on trouvera , entre ces quantités, les relations ^, ,s:o, ^,~^=:o , 
^,^i=:o , ....ji.„=o , et tous les y , ^f....^, ■>, s'évanouiront ea 
même temps. L'équation (3) se réduira à ses deux premiers termes , 
et les conditions du' minimum ou maximum deviendront 

Toutes les valeurs des variables , satisfaisant- aux relations a=o, 
^:=o , donneront donc un minimum ou maximum , si \t% deux der- 
nières conditions (i i) sont satisfaites. 

La valeur de V peut devenir nulle , dans ce cas , et faire pré- 
sumer que le minimum ou maximum n'a pas lieu généralement, 
en supposant entre les accroissemens {, , d, {),....{« les relations 
simultanées 



(12) 

mais il n'est pas diiBcile de se convaincre que le système de ces deos 
équations équivaut \ celui des deux équations diiFérentielles dA=o , 
d/>=o , dans lesquelles on aurait substitué les accroissemens X^ tX\» 
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Ei y'-îm ^ I3 place de àx^ , djr, , dx, ,,...àx„ ; il est donc encore 
une suite nécessaire de notre supposition , et fait voir que le 
minimum ou maximum a lieu pour toutes les valeurs des variables 
satisfaisant aux relations (li). 

On trouverait , de la même manière , que les conditions du 
minimum ou maximum , pour le système (8) deviennent 

A=o , /.=o , *=o ; Ci.i^o , •»^»>o , j«,,,>o. (t3) 

Il n'est pas di/Hcile maintenant d'étendre ces conclusions à un 
nombre quelconque de facteurs qui affecteraient les valeurs de B, , 
B^, fl, ff„. 

7. Dans ce qui précède , nous avons supposé que les facteurs 
X , i« , •■,.... affectaient tous les termes de U ; ce qui a fait dis- 
. paraître plusieurs quarrris en entier , dans la valeur de' f. Mais , si 
Ion suppose que ces facteurs n'alTectent que quelques termes de Z7, 
il ne disparaîtra plus de quarrés entiers dans la valeur do f^'^maïs 
seulement quelques-uns de. leurs termes. Ainsi , si l'on a , 

Bt=m,^ , 5,=o , B,=o,....2i„=o j (i4). 

on trouvera «,^,=0 , i«^^^ = o , *t,i^^o , ^(,j=o. 

U se présente ici une ditlîculté très-sérieuse , qu'il est nécessaire 
de lever pour assurer notre théorie. £n substituant les valeurs pnf- 
cédentes dans celles de F" , tous les termes après le premier deviennent 

înBnis par le facteur commun ; on ne peut donc plus rien 

conclure de cette valeur , pour l'existence du maximum ou mini- 
mum. Dans ce cas , il faut avoir recours à l'observation que nous 
avons faite au n.' 4 > ^* ordonner les accroïssemens J, , î» , {| , .. ..{n 
entre eux , de manière que les premiers termes des quarrés qui com- 
poseront le nouveau développement de V ne s'évanouissent pas ; 
( ce que l'on démontre aisément être toujours possible ) ; alors il 
n'y a plus, dans les quarrés successifs qui forment le développement 
de V , que quelques termes qui s'évanouissent. Les conditions (5) 
que l'on tire de ce nouveau développement de V subsisteront donc 
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en entier ; la seule difFërence qu'il y aura , dans ce cas , consiste 

en ce que >i a j ^, ,> y4 4 * i^^ peuvent plus recevoir autant 

de valeurs différentes que nous leur en avons assignées au n.^ 4* 
La réduction du nombre de ces valeurs dépend de celui des fac- 
teurs , et de celui dee coefficicB» de V at^Feclés par chacun d'eux, ' 
Lie même raisonnement et des conclusions .analogues sont appli- 
cables au cas suivant et à tous les autres semblables. 

£^=/^x-|-/.4-,5,=m,M-/',--.^« = o,J,=o,....^„=o. (i5) 
i, 

8. Il résulte de celte théorie , i .** qu'outre \es.maa^ima et \timinlmti 
déterminés des fonctions à plusieurs variables , qu'on a considères 
jusqu'à présent", il peut exister une infinité à& maxima tX. minima 
indéterminés , liés entre eux par une pu plusieurs relations'enlre les 
variables de la fonction proposée ; 2.* que , pour l'existence de ces 
maxima ou minima indéterminés , il faut que les coefiictens de la 
valeur de U s'évanouissent , soit par un ou plusieurs facteurs communs- 
à tous , soit par un ou plusieurs acteurs affectant seulement 'quel- 
ques-uns d'entre eux , tandis que les coeiUcléns restans penreiit 
s'évanouir d'eux-mêmes ; 3.* que , pour le premier des deux cas 
précédens , les conditions (5) se réduisent ^ la première , -quand 
tous les cocfficiens de la valeur de U s'évanouissent , par un seul 
f jeteur commun ; et qu'elles se réduisent aux deux premières, aux 
trois premières , etc. , quand tous les coeiHciens s'évanouissent par 
deux facteurs , trois facteurs , etc. , communs à tous ; 4''' que / dans 
le second cas, toutes les conditions (5) ont lieu, mais qu'elles ne 
peuvent plus alors être reinpiacées par le nombre de conditions' 
équivalentes que nous avons indiquées- au n.* 4' ^■'' cnRn~, que* 
cette théorie est nécessaire pour compléter celle des maxima et minima 
des fonctions de plusieurs variables. 

g. J'ai donné , dans une note précédente , un «ssaî de cette théorie ,* 
appliquée aux surfaces cobfttes (^) , et j'y ai fait voir qu'il' peut y 
(*) \oyez la page i3a de ce volume. 
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avoir sur les surfaces une infinité de masima et iniWffljx - in^ëter*'' 
min^s , lies entre eux par une courbe continue. En l'appliquant L 
la mécanique y on peut trouver des fonctions du temps qui deviennent 
des maxima ou minima f,fouT tous les points d'une surface courbe 
ou d'une courbe i double courbure , selon que tous les coeificiens 
de U s'évanouiront , par un ou par deux facteurs communs. 
Metz, le 2 mai 1810. 



VARIETES. 

Sur une réclamation de M. Hoè'ne-TVrorukî , contre 

^ueltjues articles de ce recueil i 

Par M. Gergohne. 



jt AR une lettre insérée dans le Moniteur du A3 novembre dernier, 
M. VVronskl se plaint de l'espèce de doute que j'ai manifesté , aux 
pages 5i et i3^ de ce volume, sur le succès de la méthode qu'il 
a publiée , pour la résolution des équations algébriques de tous les 
degrés., et du parallèlç que j'aî cbercbé à établir entre cette méthode 
et celle de Bezout. (1 me reproche d'avoir , dans la vue d'éviter les 
lougueun que » suiponi moi , implique sa méthode , indiqué un autre 
procédé que j'appuie plus court et peut-être plus direct. Ces objec- 
tions , suivant M. Wronski , n'étant nullement fondées , il avait 
d'abord gardé le silence : pensant que la réflexion me ferait revenir 
de moi-même, sur un jugement trop précipité; maïs voyant , par 
l'article inséré & la page i37 , que je persistais dans l'opinion que 
j'avais d'abord émise ; que même je cherchais à l'étayer encore , par 
de nouvelles considérations ; et que sur-tout je regardais ma méthode 
comme étant de nature k pouvoir décider la question d'une manière 
péremptofT^,; il ,a cru devoir, par quelque^ réÛexions > prémunir le. 
public cp utr e m e s insinuations. • - - 



y Google 



VARIÉTÉS. ao; 

Dmis ces réflexions , M. W'ronski croit devoir distinguer la forma 
des racines des équations ( conjecturëe , dit-il , depuis long-temps ) 
de leur nature qu'il croit avoir découvert le premier ; et il pense 
que c'est principalement à cette connaissance qu'il est redevable du 
succès de ses recherches. II regarde la formation de ce qu'il a appelé 
équations Jondamentales , comme l'unique moyen de parvenir au 
but ; et déclare , en conséquence , que les diverses méthodes qu'on 
pourra proposer à l'avenir ne diiï%reront entre elles et de la sienne 
que par la manière d'opérer sur ces équations , pour parvenir à la 
réduite, 11 donne eaBn un aperçu des causes qui , )usqu'lcl , se sont 
opposées au succès des méthodes de résolution des équations , au- 
deU du quatrième degré, (*) 

M. "Wronski termine en annonçant que , ce» éclairclssemens étant 
les seuls qu'il puisse fournir sur sa méthode , avant d'en avoir publié 
la théorie ; les observations qui lui seront faites ultérieurement sur 
ce sujet , si elles ne sont pas ligitimies. par des talcuh rigou- 
reux ^ proavant, suivant lui, des vues tout-à-fait étrangères à la 
science , il est résolu de n'y donner aucune attention^ 

Je dois d'abord témoigner ma surprise de ce qu'ayaut ou croyant 
avoir à se plaindre de quelques articles des Annales de mathémati^uer^ 
M. AYronski n'ait pas adressé sa réclamation au Rédacteur m.âmç 
de ce recueil. M'auralt-Il donc supposé assez peu. équitable ou assez 
maladroit pour refuser de roidre cette réclamation publique ? ou 
plutdt ne m'autorise-t-il pas à soupçonner que > sachant bien que les 
Annales ne sont lues que par des géomètres ,. il a voulu décliner. 
de leur juridiction , et en appeler de leur jugement, à un tribunal, 
très-respectable sans doute. , mais très-peu coippétent ilans cçs mat^ànis.. 

Personne , si ce n'est peut-être M. Wrcnciki , n'a pu prendr^e- le 
dunge , sur l'opioion que j'ai manifestée aux pages déjà citées d(^ 
ce volume ; chacun a compris daireroeot que ce que j'énonçais sous 
la forme du doute , était chec mol le résultat d'une entière conciction ; 

(*) J'ù donné qiiel(]nfi dévekppemena , sur ce «ijot , dam U Buutil de-tecoi* 
iimi* et Gari pou i8b8» pag» a65 «t «aivantot. 
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et que , sï je n'arais pas mis , en titre de mes articles : RÉFVTJTIOlf 
de la méthode proposée par M. Wronski , etc. , c'était par pure 
courtoisie ; que c'était là un de ces ménagemens que prescrit l'ur- 
banité française , maïs qui parais-sent être tout à fait étrangers ï 
M. "Wronski. Il prétend , dans son ouvrage , avoir donné le premier 
une méthode de résolution des équations qu'on ne soit pas obligé 
de modifier pour le quatrième degré ; j'ai dû observer que Bezout 
l'avait fait avant lui; et qu'en outre ce géomètre avait réparti les 
racines de l'unité, entre les diverses valeurs de l'inconnue, de la 
manière qu'il le fait lui-m^me. Quant à ta distinction que M. "Wronski 
cbcrche à établir, entre W /orme et la nature des racines, j'avoue 
que je ne la comprends pus bien nettement , et qu'il me semble 
même que la forme des racines d'une équation en détermine aussi la 
nature. Si pourtant il entend par là qu'il a été le premier à apercevoir 
que chaque* racine devait renfermer des radicaux de son degré et 
de tous les degrés inférieurs , il se trompe encore en ceci ; car Bezout , 
en particulier ',' a- pris btaucoup de soin ii mettre celte vérité dans 
tout son jour. ' ' ' 

Je n'ai pas seulement donné la méthode que j'ai cru devoir subs* 
tituer à celle de M. Wronski comme plus courte et plus directe ^ 
je l'ai principalement présentée commt por/ant afec elle sa démons- 
iration , c'est-à^ire ,'én' d'autres, termes , comme n'étant point une 
foigme. Du reste , pattant du même point que M. Wronski ,' tendant 
au mâme but que tut,' admettant tout rc qu'il admet et uniquement 
ce qu'il admet , ne faisant enfin que des calculs rigoureux el 
conformes* à la composition connue des équations ; tout le monde 
eônvtendk'a , je pen'sC , qi^, si mon prortdc n'obtient pas de succès, 
le sifen ne saurait eB obtenir da\1întage ; ii moins cependant qu'il n'ait 
découvert \ entre les racînes de l'unité , des ' relations- inaperçue»' 
jusqu'à lui ; ce qu'il ferait bien alors *le nous révéler. 

M. W^ronski , en se retranchant derrière ses équations fondamen- 
laies , prend] ^ cfTet , un poste Irès-sùr , dans lequel il y a peu 
d'apparence que personne, soit -jamais tenté de l'aller. /orc^r. Ma. 

méthod<: ,' 
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m^tliode f au contraire , l'oblige à combaltre à découvtrt , et voilà 
sans doute pourquoi il la rejette. 

En résumé , que M. AVronski déduise , soit de sa méthode , soit 
de toute autre qu'il lui plaira d'employer y et qu'il pourra même 
tenir secrite , si cela lui convient , une réduite rationnelle pour le 
5.™* degré » conditionnée comme il annonce qu'elle doit l'être , et 
dès-lors je m'avoue vainca; j'ajoute que , pour l'intérêt de la science ^ 
je désire vivement que la provocation solennelle que je lui adressé 
tourne à ma confusion et 1 sa gloire, 11 pourra k la vérité paraîtra 
humiliant & un esprit aussi supérieur que le sien , de s'abaisser 4 
des détails d'application , dignes tout au plus des Eater , des Vander- 
monde et des Lagrange ; aussi sera-ce là l'épreuve unique que je réclame- 
rai de sa complaisance ; mais encore faut-il bien qu'il justifie sa mission. 

Que si y au contraire , M. Wronski persiste k s'envelopper de 
ténèbres , et à ne nous ofirir que des, promesses ; s'il se home , ainsi 
qu'il l'a fait jusqu'ici , k expliquer des énigmes par d'autres énigmes ; ~ 
si en un mot il néglige de légitimer ses assertions par des calent 
rigoureus', je serai autorisé i penser qu'il écrit dans des vues tout 
à fait étrangères à la science , et fondé conséquemment à ne plus 
donner, à l'avaÛT , aucune attention à ses productions. 

DYNAMIQUE. 

Théorèmes nouveaux sur la rotation des corps solides ; 

, Par M. J. F. Français , professeur à l'école impériale 

de l'artillerie et du génie , 



Au Rédacteur des Annales ; 

IIONSIEUH-, 

«I s me siûs oecupé , depuis quelque temps ^ d'un travail que je 

comptais faire parait» dans tos Annales , sur le mouvement d« 

7«0i. m 3o 
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rotation d'un corps solide ; mais le mémoire est Jerena trop volu- 
mineux pour que je puisse , cette fois , sans indiscrétion , profiter 
de l'offre obligeante que tous m'avez faite d'y insérer mes petites 

'productions. Je me vois donc obligé de le faire imprimer séparément; 
mais j pour mettre , i l'avance , les géomètres en possession des 
principaux, résultats que j'ai obtenus , je vais les transcrire ici , en 

-TOUS priant de vouloir bien insérer cette lettre dans votre intéressant 
recueil. 

I. Dans le moUTemont de rotation d'un corps solide , qui n'est 
«ollicité que par des forces constantes j l'axe instantané décrit toujours 
•soit un cône eljiptique autour de l'un des axes principaux , maximum 
ou minimum (*) , soit un plan passant par l'axe principal moyen. (**) 

II. Tandis que l'axe instantané de rotation décrit un cône -elliptique 
autour de l'un des axes principaux , maximum ou minimum , cet 
axe principal lui-même décrit un autre cône elliptique autour de 
i'axe du couple d'impulsion primitive (***) ; ou bien , tandis que 
t'axe instantané décrit un plan passant par l'axe principal moyen , 
«et axe décrit lui-même un plan passant par l'axe du couple d'impulsion 
primitive. 

III. Le mouvement de l'axe instantané , autour de l'axe du couple 
d'impulsion primitive , est donc composé de deux oscillations elliptïco- 
coniques simultanées. Ces deux oscillations se composent en une seule » 
dont la nature dépend du rapport qui existe entre les axes des 
sections faites dans les deux cônes elliptiques , et de la durée de 
chacune de ces deux oscillations entières. Si ces deux oscillations 
sont synchrones, l'oscillation résultante le sera aussi ^ et rentrera en 

(*) Je nomme , pour abroger , axe principal] maximum ou minimum , celui pu 
rapport auquel la moment d'ineriie est un maximum onuaminimurr, 

(**) Celte proposition est due k M. Dubuat , proreueur i l'école impériale de 
l'artillerie et du f^nie. 

(***) J'emploie ici la mot eoupU dans le aem i^n'y » attaché M. Poûuot,potu 
•bupliSer les etpreMiona. 



y Google 



DES CORPS. ail 

elle-mtoie , ^ la £n de chaque oscillation entière. SI les durées des 
deux oscillations elliptiques ne sont pas égales , mais sont entre elles 
dans un rapport commensurable, l'oscillation résultante rentrera en 
elle-même au bout d'un nombre d'oscillation déterminé par ce rapport, 
En^D , si les durées des deux oscillations elliptiques sont entre elles 
dans un rapport ïncommensurable , l'axe instantané oscillera autour 
de l'axe du couple d'Impulsion primitive , en décrivant un cône qui 
ne se fermera jamais. 

IV. Si , pour chaque position de l'axe instantané , on prend , sur 
•a direction, uoe longueur proportionnelle à la vitesse de rotation, 
pour représenter cette vitesse > à chaque instant; l'extrémité de l'axe 
instantané , ainsi déterminée , décrira toujours une courbe plane , 
située dans un plan parallèle i celui du couple d'impulsion primitive » 
quelle que soit l'oscillation de cet axe. 

V. Lorsque le corps commence à tourner autour d'un axe principal» 
maximum ou minimum y cet axe coïncide avec l'axe, du couple 
d'impulsion primitive > et Je corps continue toujours à tourner autour 
de cet axe ; ce qui n'a p» nécessairement lieu pour l'axe principat 
moyen. Cet axe principal ne jouit donc pas , comme les deux autres , de 
la propriété d'être nécessairement un axe permanent de rotation. 

VI. Je démontre ( contrairement à une proposition de MM. Laplace 
et Poisson ) que , bien qu'un corps ait commencé & tourner autour 
d'un axe très-voisin d'un axe principal , maximum ou minimum , il 
peut , dans la suite du mouvement, s'en écarter d'aussi près qu'on 
voudra d'un angle droit. 

VII. Je fais' voir que les solutions, données par d'Àlembert et 
par M. Poisson, du problème de la rotation d'un corps , sont incom- 
plettes , et ne résolvent que le cas d'un mouvement uniforme autour 
d'un axe - principal. 

VUI, Je détermine toutes les constantes du. problème , d'après les 
circonstances initiales du mouvement, et je donne les valeurs àéfi- 
nitîves des coordonnées d'un point quelconque , après le temps t, 
CD coordiHinées initiales et en fonctions du temps; de sorte que ^ 
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dans chaque cas particulier , il ne reste ijue des substitutions et 
deux intégrations i effectuer. 

Quant au cas de deux momens d'inertie égaux , )e le résous 
complètement , et en quantités finies. J'assigne de plus, pour ce cas, 
la condition nécessaire pour que le corps revienne il la même position , 
et l'époque à laquelle II y reTÎendra. 

IX. Enfin , je discute les masima et minima dont cette question 
est susceptible , et il résulte de cette discussion , 

1." Que, quelles que soient les circonstances initiales du mouve- 
ment, la vitesse angulaire totale a toujours une valeur maximum 
et une valeur minimum , et que ces maxima et minima ont toujours 
lieu, quand l'axe Instantané passe parle plan 4les axes principaux. 
2." Que le maximum a lieu , quand l'axe Instantané passe par 
le plan des axes principaux , maximum et minimum , et qu'alors 
les vitesses angulaires partielles , autour de ces deux axes, sont aussi 
des mtfximu, tandis que celte autour de l'axe principal moyen est nulle. 
, 3.* Que le minimum a Heu , quand l'axe instantané passe par 
le plan de l'axe principal moyen et de celui autour duquel l'axe 
ui^taDtanë oscille , et qu'alors la vitesse angulaire partielle autour 
de l'axe principal moyen est 1 son maximum , et celles autour des 
deux autres axes principaux à leur minimum ; l'une d'elles étant 
nulle, savoir, celle autour de l'axe principal qui n'est pas l'axe du 
oâne décrit par l'axe Instantané. 

4*" Que , dans le cas particulier où Vaxe instantané se meut dans 
un plan passant par l'axe principal moyen , le minimum a lieu , quand 
L'axe instantané coïncide avec cet axe principal , et qu'alors la vitesse 
angulaire partielle autour du même axe principal est à son maximum , 
tandis que celles autour des deux autres axes principaux sont nulles. 
Tels sont les principaux résultats que présente mon travail ; je pense 
qu'ils pourront exciter l'attention des géomètres , tant par leur intérêt ' 
propre que par leur nouveauté.' 
'Agréez, etc. 

Mets, 1* 10 de noTembce idia. . 
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QUESTIONS RESOLUES. 

Becherckes de quelques formules appartenant à la 

théorie des combinaisons ; 

Iëq réponse à la dernière des deux questions proposées 

à la page 104 de ce volume ; 

Far MM. Le Grakd et Rochat, professeurs de mathé- 
matiques à St-Brieux* 

XJes lettres a, 3, c, d, ,...., au nombre de m, ëunt données; 
on sait qu'en les prenant n 1 n , de toutes les manières possibles, 
elles donnent un nombre de produits différens exprimé par 



w 



Concevons qu'on ait formé tous ces diiTérens produits et Qtie.' 
dans cbacun d'eux , on ait disposé les facteurs suWant l'ordre alpha* 
bétique, du premier au dernier; comme dans chacun d'eux il manquera 
m — R des lettres a y h, e, d,.*.,y les lettres qui le composeront 
ne se succéderont pas toutes consécutivement, en sorte qu'un de ces 
produits, pris au hasard, pourra présenter d'abord an certain nom-> ** 
bre de lettres consécutives ; puis un autre nombre de lettres aussi 
consécutives entre elles , mais non consécutives aux premières ; puis' 
encore un autre nombre de lettres consécutives entre elles , mal* 
non consécutives à celles qui composeront la seconde partie : et ainsi 
de suite. Soit par exemple , le produit 

abdefhikl y en l'écrivant ainsi ah.def.hikl , 
on voit qull est composé de trois facteurs , lesquels «ont eu- 
mêmes des produits dont 1m facteurs sont consécutifs. 
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A. l'avenir nous considérerons comme produits d'une mÂoie classe 
tous ceux qui , décomposes comme nous Tenons de le faire dans 
le précédent exemple , présenteront le môme nombre de séries de 
facteurs consécutifs ; et un produit sera dit de première clu^ si 
tous ses facteurs sont consécutifs, de deuxième classe s'il ejn formé 
de plusieurs facteurs consécutifs , et de plusieurs autres facteurs aussi 
consécutifs entre eux, mais non consécutifs aux premiers j un produit 
sei^ dit de troisième classe , s'il présente trois séries de facteur» 
consécutifs , dans chacune d'elles, maÏB non consécutifs d'une série 
à l'autre ; et ainsi de suite. 

Noos diviserons ensuite les produits d'une même classe en genres , 
en appelant produits d'un même genre , ceux qui non seulement 
renfermeront un même nombre de séries de facteurs consécutifs , 
mais qui de plus seront tels que chaque série, dans l'un , aura 
autant de facteurs qu'une série de l'autre. Ainsi , d'après cette déft- 
■Ition , les deux produits de même classe 

oJ . 4ie/. hikl , ûbc . ef. hikl , 
sont du même genre , parce que., dans chacun d'eux , îl y a une 
aérie de deux facteurs, une série de trois facteurs et une de quatre. 

£nfin , deux produits d'un même genre seront dits de même espèce , 
n les diverses séries de facteurs consécutifs qui les composent, con- 
sidérées aniquement par rapport au nombre de leurs facteurs , y 
sont rangées dans le même ordre } tels sont, par exemple, te» deux 
produits 

aifàefg.ik , hc.e/gk.kl, 

A TaTenlr , pour plus de clarté et de simplicité , nous indiquerons 
les produits dans lesquels II se trouvera des séries 3e « , fi, »,.•.■ 
iMteui* consécutifs , en écrivant les lettres m, j> , y , . . . . , séparées' 
par des virgules , entre des crochets, et les plaçant suivant le rang 
des séries, de la première à la dernière ; ainsi, par exemple» 
le symbole {y^'**^*^ désignera un produit de quatrième classe 
dans lequ^ ta première série aura y facleftrs , la seconde •, 1* 
troisième < et U quatrième \, On voit d'aptes cela, que les produits . 
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•ont de même classe , sans être de même genre ; que les produits 

[y, -.*,*] » [J^ïy»-. '] » 
sont À la fois de même classe et de même genre } qu'ëofin tous 
les produits renfermes dans l'expression 3ymbolîc|ue 

[>',-,'.^] , 
sont , ï la fois de même classe , de même genre et de même 
espèce. 

Ces préliminaires établis , l'objet que nous nous proposons ici est 
de déterminer , parmi tous les produits de n facteurs qu'on peut 
faire avec m lettres données * i." combien il s'y en trouve d'une, 
classe délerininée quelconque ; 2.** combien , dans une même classe » 
il s'y en trouve d'un genre déterminé quelconque ; 3." en£n combien 
dans un même gem« , il s'y en trouve d'une espèce déterminée quel- 
conque. 

Occupons-nous d'abord de la recbercbe du nombre des produits 
. d'une même classe. Soit, en général, désigné par Cp le nombre des 
produits de ta classe p i c'est-ï-dire ^ le nombre des produits dans 
- lesquels il entre p séries de facteurs consécutifs. 

D'abord , pour les produits de première classe , ou de n lettres 
consécutives , on voit que chacune des lettres a , 3 , r , , . . . , excepté 
les n— I dernière* , peut être combinée avec les n— f lettres qui 
la suivent immédiatement ; en sorte qu'on doit avoir 
C _ "~"H-' 
I 

Peur panrenir & l'expression de <7, , c'est-i-dîre , do nombre des, 
produits de i» seconde classe, désignons-les par [m, n-^~*] et cber- 
«hoiu d'abord ceux d'entre eux qui renferment la lettre a. Pour 
les former, il faudra d'abord joindre à a les »-!-i lettres qui U 
toivent consécutivement; et; comme la lettre qui suivra immédiatement 
U dernière de ce produit ne pourra être eyiployée , on ne pourra lui ad- 
imadre que les jirodluito de pfeuUère clasu ^'il jseca pos^e 4lc ionfisf 
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«Tcc Ie»ffï— •— 1 lettres restantes , en les prenant n— « k »— «; le nom- 
bre de «es derniers produits , et conséqaemmeQt le nombre total des pro- 
duits de deuxième classe qui doivent renfermer a se trouvera donc , en 
changeant m en m — « — i et n en n — » , dans la précédente formule ; 
ce qui donnera m — n poor le nombre des produits de la forme 
[m , n — a] oiï entre la lettre a ; faisant donc successivement •= 1,3,... 
n — I , on aura évidemment > pour le nombre total des produits de seconde 
classe oà entre a 

(rt — i)(m — b). 

Ayant fait ainsi de la lettre a tout l'emploi que la nature de la 
question peut permettre , on déterminera le nombre des produits de 
seconde classe oit elle n'entre pas , mais oà entre b , en cherchant 
combien on peut faire de produits de cette classe avec flk— i lettres ; 
ce qui donnera 

OD trouvera pareillement que le nombre de ceux dans lesquels n 
n'entre ni a là. h , mais qui contiennent c est 

(n— ij(m— n— a) j 
et ainsi de soîte , en sorte qn'on aura , pour le nombre total de* 
produits de la seconde classe , 

Ct^{n—i){{m'~n)-k-{'n—Ti~-iy\-im — n — a) +a-4-»3 ; 

c'en-rii-dire , 

»— I m— »+i m"-« 
* I ' I ' a * 
Passons aax produits de troisième classe. Désignons toujours par 
m le nombre des facteurs qui composent la première série . et cher- 
chons d'abord ceux de ces produits qui renferment le facteur a, 
11 budra comne cî-dessus , écrire d'abord \ la droite de cette lettre 
les »—i lettres qui la suivent consécutivement , supprimer la (H-i)"** 
lettre et faire tons les produits de seconde classe que peuvent fournir 
lesiw--'* i lelties restantes, prises n — • 1 n— •; changeant donc 
n « )B— «Mil «t » en n— « dans l'expression de C. , il viendra 

pouf 
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pour I« nombre des produits de troisième classe où entre a et où. Is 
première série craitlent • facteurs, 

. . _-.__.(„__,), 

faisant donc succeSfJTement aT=i , 3 , 3.,.-n — 2 , on aura , pour 
la totalité de ceux des produits "de la troisième classe dont a fait 
partie 

m— n m— n— r 



-[(»-:=)+(«-3)-K"-4) ...+2+1] 



On en conclura le nombre de ceux qui, ne renfermant pa& a , ren- 
ferment è , le nombre de ceux qui , ne renfermant ni a m 3 , 
renferment £/ et ainsi de suite , en y changeant successivement m en 
7n — I , m — 2, «"t"^ » ce qui donnera 

£",= . . — [(m — n)(m,—o — i)-\-(m—n~i)(m — n-^z) 

■ . ,. + 3.?+2..r] , 

OU en sommant la série, (*) 

On aperçoit déjà facilement la loi de ces résultats , et l'induction 
conduit à poser généralement 

C =— '^ "-V+t m—n+i m—n m-^—p+i 

1 a " p^i ' i 3. ' p 

cette induction se vérifie d'ailleurs par un raisonnement très-familier 

aux analisles , et sur lequel , pour cette raison , nous croyons su- 

perHu d'insister. 

Il est clair que le nombre toial des produits n h n qae peuvent 

fournir les m lettres <z , A, c , est égal à la somme des nombres 

qui expriment combien il y en a de chaque classe ; en sorte qu'on 
doit avoir 

(*) Vojes , pour la scimmalion de celte srfrie , la page 60 de « rolume. 
Tom. IIL 3i 
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mettant , dans cette ë(]uatioTi , pour €, y C^, C^ i..,Cp y...,C„ leur» 
valeurs , on parviendra à ce résultat qui , independamcnent.de la 
théorie des combinaisons , présente un fait analitique assez remar- 
quable 

m m^ï m— a m— n+i 



l'a * 3 '. » 












n^l iR^n-4-i m— n 
I * I 'a 












+ . ■ , • . ■ . • 3 












I * % ' " p—i "l'a 


m— fi— I 


»i ■.■■. p+a 


3 * 


P 


4- 













Nous observerons , en passant , que le dernier terme du second 
membre de cette équation exprimant combien , parmi les produits 
ni n , il s'en trouve qui ne contiennent point de lettres consécu- 
tives , résout conséquemment la question énoncée à la page 6o de 
ce volume. 

Examinons présentement combien il peut y avoir , dans cbaqué 
classe , de produits de chaque genre et de chaque espèce. 

Convenons de désigner généralement par Gp le nombre des produits 
d'un genre donné qui se trouvent dans la classe p , et par Ep le 
nombre de ceux d'une espèce donnée qui.se trouvent dans un genre 
donné i appartenant ii la môme classe p. 

Il est d'abord évident que tous les produits de la première classe 
sont y k la fois , de même genre et de même espèce , en sort* 
qu'on a 
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I I 

Passons aux produits de la seconde classe ; considérons en particulier 
ceux de l'espèce [■> , n — •] , et voyons d'abord combien il y a do 
ces produits qui renferment la lettre a. Celte lettre, suivie des > — i 
qu! lui succèdent dans l'ordre alphabétique , devant être combinée avec 
les produits de première classe que fournissent les m — » — i dernières 
lettres , prises n — •* à n — • ; U faudra , pour avoir le nombre des 
produits de cette espèce , changer , dans C, , G, oa E, , m en 
tn^n — I et n en n — ■ , ce qui donnera m — n pour le nombre des 
produits de l'espèce [«,7t — «] qui renferment la lettre a; changeant 
successivement m eu m— i , m^z ,...n-i-i et sommant la série, 
on trouvera 

m^n-f-i "1 — « 

Pour passer de ïk au genre G^ > o'^ remarquera qu'en général le 
nombre des produits de ce genre est égal au nombre des arrange- 
mens différens dont • et n — •» sont susceptibles ; c'est-à-dire , égal 
il 1 a : on aura donc 

O _ w—H+i m— n 

' ' * ( * a • 

Considérons ensuite les produits de la troisième classe , et voyons 
combien il s'en trouve .dans cette classe, de l'espèce [•', p, n — m — /S] ; 
ne considérons d'abord que ceux d'entre eux qui renferment la lettre 
a i cette lettre doit y être suivie des a — i lettres qui lui sont 
consécutives, dans Tordre alphabétique, et cette première série doit 
être "combiRëe avec tous les produits de seconde classe et dei'espèce 
[;e,/) — »— jsj que peuvent fournir les m — « — i dernières lettres, 
prises n— » à n — m; changeant donc , dans £, , m «t n en m — « — i 
et n-—»., on aara, pour le nombre' des produits de cette espèce qi^ 
renferment la lettre a, . 

I a 

chapgsant successivement m en m—l > /n'—s ,....n-|-3 , dans cett» 
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formule , et sommant la s^rie' résultante , il viendra 
_ m— n+i , m— n m— n— i 

Quant ^ Gf , il est clair qu'il sera égal à E, multiplia par le 
nombre des arrangemens dont M,fi,n — a — jS sont susceptibles ; et; 
puisqu'ea général le nombre de ces arrangemens est 1.2.3, on aura 

,_i.2. . , • . a • ^ 
On pourrait facilement poursuivre de celte manière ; mais il est 
àé]i facile d'apercevoir , et il est aisé de se convaincre , par un 
raisonnement rigoureux , qu'on doit avoir en général 

I a 3 p 



Gp=i.z.3.,..p. 



Mais il est essentiel de remarquer que cette dernière formule n'est 
exacte qu'autant que les nombres m, fi, y,.... sont tous inégaux; 
dans le cas oit quelques-uns d'entre eux sont égaux ,il arrive , en 
eHet , que le nombre des arrangemens dont ils sont susceptibles se 
trouve diminué. Supposons donc que l'on ait «^ nombres égaux i « > 
H' nombres égaux à ;> , j^ nombres égaux i y , el ainsi de suite ^ 
ce qui donnera 

la valeur de Gp deviendra alors (*) 

1,2.3 p m^^+i m^^ jH—i f ■ p 4-» 

'' i.a..«'Xi.a..j9'xi.a-VX.- * » 'a"** p * ■ 

£n résumé, on voit qu'après avoir décomposé la formule {A) en 
n parties , dont chacune exprime combien il y a de produits qui 
répondent à une classe donnée , nous avons assigné le moyen de 
décomposer chacune Ae ces parties en plusieurs autres, dont chacune 
indique combien il existe, dans une classe déterminée» de produits 
d'un même genre ; et qu'enfin la formule qui exprime ce dernier 

C*î Voyez le tome II des Annalet , page ao4' 
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riomWe , en y supprimant le coefficient, fait connaître le nombre" 
des produits de chaque espèce dont chaque genre est compose. Aîrisi on a ' 
l__n— I n-^a n— 3 r — p+i m — «+i m— « m—n — p+a ' 



G,: 



E,= 



■n+i 



i..«^i.a..^X>.3.-y'X... « a . ' > 



Ces formules peuvent servir à résoudre les problèmes de probabilité 
que voici : 

■ Étant donnés m numéros i , 2, 3, ....m, formant une.Xoterïe 
dont un extrait n numéros à chaque tirage ; déterminer , 

I ." Quelle est la probabilité' fue. les n numéros d'un tirage for- 
meront p séries de nombres consécutifs de la suite naturelle?. '\ 

3." Quelle est la probabilité que , parmi ces séries , il s'en trouvera 
n composées d'un nombre déterminé de numéros , ^ composées ^'un 
autre nombre déterminé de numérps, , y dun troisième nombre^ 
- déterminé des numéros ; et ainsi de suite ? 

3.° Quelle est enfin la probabilité que ces' diverses séries , toh- 
sidérées seulement par rapport au nônibre de's' termes qui 'Ici' 
composent; auront un ordre déterminé ^ parmi les riomtres de la 
suite naturelle'? . ■ i ■■ . 

Cgs questions ae résolvent , comme l'on. sait, en diVi^aiit .le nqfnbre 
des tirages qui. satisfonfi à leurs concUtions, lequel. nombre est,- l'^n^ 
-des formules ci-dessus, par U w>mbre total des tirages .pQS^ibj^s. . 

On pourrait aussi de.mandQr quelle est la probabilité que .1«5. ' 
numéros propre» jk former . UD tirage, d'utie. classe , d'un gqnre pu 
d'une espèce déterminés , sortiront dans un ordre déterminé., Ojf 
résoudra cette îjuestion Veo multipliant ta prababililé i[\\t l«s numéros ,qui 
sortiront satisferont à la première-condition, par la- probabilité que cc#,-uu-, 
méros y satisfaisant , auront un cn^re de sortie cbnitiirBie k la seconde. 

Nous n'étendrons pas plus loin ces coRAidératioQf} ' qui seraivnt 
Susceptibles de bien d'autres déreloppemens et applications , et nou» 
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- termincroDJ par une réflexion c|ui , bien qu'elle ait iliîj^ ^të faite 
plusieurs fois ^ ne paraîtra peut-être pas déplacée ici : c'est que, dans 
l'impossibllitë où l'on est de prévoir les applications qu'on en pourra 
faire un jour , il ne faut pas être trop prompt i condamner le* 
recherches purement spéculatives. Elles ont d'ailleurs t'avantage d'exer- 
cer utilement l'esprîtet dele préparer ainsi à des recherches plus 
importantes. - 

Solution du dernier des deux problèmes proposés à la 

page 10^ de ce volume. 

Par M, Lhuilier , professeur de mathématiques àracadémie 

impéi'iale de Genève. 

JiiNÔNCÉ, Une loterie étant composée de m numéros 1,2; 

3, m, iiont il en sort n à chaque tirage % quelle probabilité 

y a-t-il que , parnii les n numéros d'un tirage , il ne se trouvera 
pas k nombres consécutifs de la suite naturelle ? 

Soit une loterie «omposée de m numéros , dont on en tire un 
nombre proposé n. On a déjà assigné le nombre des cas suivant 
lesquels, parmi le» numéros extraits , il y en a deux qui suivent 
l'ordre des nombres uaturels , ou qui forment un ambe successif. (*) 

Soit une loterie «omposée de' m numéros, àoDt on en tire un 
nombre proposé"/!. On demande le nombre des c»s suivant lesquels , 
parmi les numéros extraits, il y on a trois qui suivent l'ardre des 
nombres naturels' , ou qui forment un terne successif ? 

Je vais d'abord Inlrtiduire à Ja résolution de celte question par 
des exemples. ' 

I. Que le nwnbre des numéros extraits soit trois ; le nombre d^. — 
turnea successifs est évidemment m — 2. . 

II. Que le nombre des numéros extraits soit quatre. 

'■ 1 ." Que le numéro un soit tiré , avec les deux numéros suiraos. 

C> Vojres la page 6a de ce volume. 



, Google 



RÉSOLUES. »i$ 

A ce terne successif peuvent se joÏDdre , un à un, cliacun des m— 3 
numëros restans. Le nombre dos cas est m — 3. 

3." Que le numéro- un soit tiré àyec le numëro deux , sans le 
numéro trois. Les m — 3 numéros restans , dont on tire deux ^ ne donnent 
pas lieu à des terne» Jùccesstfs. 

3.* Que le numéro un soil tiré sans là BumëiC! àpax^ U r«sle 
m— 2 nwnëios dont on tire trois ; Us donnent lieu à 'mw-4- ternes 
raccessifsi 

Raisonnant de même sur les numéros suivaus , .quant 3t leur combinai- 

«on avec les numéro» qui les suivent , on trouve que le nombre de* 

ternes successifs , auxquels donne lieu l'extraction de quatre numéws , 

est la somme des m — 3 et des m — 4 premiers noOrbres naturels , savoir t 

171—3 m— a . m— 4 m— 3 •' 

. — = — ^-— — . ^Bi— *)* 

m. Q)ie la nombre des numéros extraits soit cinq. > 
i.° Que le numéro un soit tiré avec les deux numéros suivant. 
A ce terne successif peuvent m joindre ». âejix .à ^eu^t les..n— 3 

numéros restans. Le nombre des "cas est « . , 

■1 " I a 

2." Que le numéro un soit -tintf avec le numéro deux , sans le 
numéro trois. Il reste m— 3 numéros' , dont on en tire trois. Le 
nombre des ternes successifs auxquels ces m — 3 numéros donnent 
lieu est m-^h. 

3." Que le numéro un soit extrait sabs le' iwmét^'deux. H'iiste 
ni— 2 numéros dont on en tire quatre. Le nombi» -dea tBnHr.toa-r 

cessifs auxquels ces- m — 2 naméros donnent lieu, est . — — 

«—6 m— S 

^ ■ * ' . ■ "'-"■", 

De là, le nombre total des -ternes successifs auxquels donne lieu 
l'extractloa de cinq numéros est la somme des m — 5 premiers nom- 
bres naturels, et celle des (m— e)"* , (m— 5)°" et (m— 4)'"' premier* 
■ombres triangulaires. Ce nonAre 'est donc 
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m— 5 m^4 , w— 6 m— 5 m»— 4 

l'a 1.3 3 

. '"-S m-4 '«-3 






■ IV. Que le nombre des numéros exirails soit six. 

I.** Que le nnnr'"- un soit tiré avec les deux numéros qui le 
suiTcnt. A ce terne succewlf peuvent se joindre les m — 3 numéros 

m — 3 m — 4 "»— 5 
suitans, pris troisà trois;Ie nombredescas est . — — • - j— * 

2." Que le num^o un soit tiré avec le numéro deux , sans le 
puméîfo trois. li reSte n — 3 numéros dont on en lire quatre. Le 
nombre des ternes succesjifs auxquels ces n — 3 numéros donnent lieu est 
m— 6 m—^ m^^ m— ^ 
I * a 1 * a ' 

3.' Que le numéro un soit tiré sans le numéro deux. U reste 
m — a numéros dont on en tire cinq. Le nombre des ternes successifs 
auxquels ces m-^3 numéros donnent lieu est 

m— 7 m— 6 m— 8 m— 7 m-^ 



m— 6 m—^ w— 4 

■ De li , le nombre total des ternes successifs auxquels donne lie» 
l'extraction de six numéros , est 

„-6 m— 5 m— 4 , m-S 



m— 7 m— ~6 m— 5 ^^ m»— 6 
"* ' 1 ' a ' 3 I 






m— 3 
3 ' 


■ 4 


3 


■ 4 


~3~ 

m— 6 

3 


1—4 
4 

' 4 
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y. Que le nombre des nomëros extraîu soit sept, 

I.* Que le numéro un soit tiré ayec les deux ntimfroa qui I« 

iuivent. A ce terae successif peuvent se joindre les m~Z nùmëro» 

m— 3 m— ( 

suivans , pris quatre à quatra. Le nombre des cas , est . 

m— 5 Tti—^ 

■ 2." Que le numéro un soit tir4 avec le numéro deux , sans le 
numéro trois.' Il reste m — 3 numéros dont on en tire cinq. Le 
nombre des ternes successifs auxquels ces m — 3 numéros donnent Heu est 

m — 8 m — 7 m— <| ni— 8 »m— 7 
I * a I a 3 

mS m^—j m— 6 

+- — r--r 

I m— 7 m—* m-xS 
"*" ~ï~ • ~I~ • ~3~ ■ 

3.* Que le numéro un soit tiré sans le numéro deux. Il resta 
m — 2 numéros dont en en tire six. Le nombre des ternes successifs 
- auxquels ces m— 3 numéros donnent lieu est 

IB— 8 >i— 7 m— fi m— 7. m— 6 m— 5 m—4 
I * "T~ '_ 3 j~ ' ~â~ * 3 * 4 

IB^I m^-6 m—j m^-8 m—j m~^ m— 5 
H-3.— p .-p. -g I p .— p .-p.— 

m— 9 m— 8 m— 7 in^< 
. , iB-io ■!»— 9 m— 8 m*-7 

rr~p • ~r '~ï~ '~' 

De ]& , le nombre total des ternes successifs auxquels denne licm 
l'extraction de sept numéros , est 

Tom. IIL 3j 
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m— 8 M— 7 w— ^ »f-^ in— 6 m^5 m-^j ^^ m— G «f^S ln^^4 m»3 m^ 

"1~* "T* ■ T"*"~ï~ ' T~ *~?" '""^ ^ -"^ '"3" '"4" --5- 

iB— 8 m— 7 m — 6 m — 5 m— 7 «1^^ m— 5 m— 4 in~-3 
~r*"T"*"3"*"4 ^"T" • a ; "3~ * ~4~ • ~5~ 

, , "«—9 "«—S w—? w— 6 m^ w— 7 m— 6 w— 5 m— 4 
*i*a'3'4 i'a'3*4* "5" 

, m " 3 m— S m*^ m— fi m"^ 
m-io m— <) m^-8 m— 7 m— 6 

"■ 7~ * ~p ■ -j-* ~ -T*' 

Ces exemples paraissent suffire pour indiquer la yoie ^ snirre 
dans cette recherche, et pour montcer que le cas propose, sur un 
certain DomWe de Quméros extraits , est toujours ramené aux deux 
cas dans lesquels le neutre des numëros extraits est inftirieur d'un^ 
et d« deux unités. 

Soit une loterie composée de m numéros , dont on tire un 
nombre proposé yi. On demande le nombre des cas suivant 
lesquels , parmi les numéros extraits , il y en a quatre qui suivent " 
l'ordre des nombres naturels , ou qui forment un quaterne successif? 

Je vais encore introduire à la marche 4^ cette recherche par 
des exemples! 

I. Que le nombre des numéros extraits soit quatre ; le nombre des 
quaternes successifs est évidemment m — 3. 

II. Que le nombre des numéros extraits 4oît ein^. 

i.° Que le numéro un soit tiré avec les trois numéros suivans. 
A ce quatcrne successif peuvent se joindre les m — 4 numéros restaos 
pris, un k un. Le nombre des cas est m — 4< 

2." Les numëros un et deux étant tirés sans aucun des deux 
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«uirans. Les numëros suivans , dont on en tire trois , ne donnent 
pas lieu k des «juatemes successifs. 

3.* Le numéro un étant tire sans le numéro deux. Il reste m — 2 
numéros dont on tire qaatre, l,e nombre des quatemes successifs 
auxquels ces numéros donnent lieu est /n-»5. 

De là , lo nomitre des (juatemes successifs auxquels donne lien 
-rextraction de cinq numéros, est 



m— 4, m— 3 , m— 5 m— 4 , ... 



III. Que le nombre des numéros extraits soit six, 
I.* Que le numéro un soit tiré arec les trois numéros suivans. 
A ce quaterne successif peuvent se joindre les m — 4 numéros suitus i 

pris deux i deux. Le nombre des cas est — '— . . ' 

» û " 

2." Que le numéro un soit tire avec les suivans deox et trois. > 
tans le numéro quatre. Les /n— 4 numéros suivans , dont on en 
tire trois , ne donnent pas lieu à des quatemes ^ccessiEï. 

3.° Que les numéros un et deux s<Heat tirés sans le Auméro trois. 
Il reste m — 3 numéros dont on en tire quatre. Us dûment lieu à 
m — 6 quaternes successifs. 

4." Que le numéro un soit tir^ sans le numéro deux. 11 reste 
" m-^-^^Tiuméros dont on tire cinq. Le nombre ^es quaternes suc- 
cessifs auxquels ils donnent lieu est 



' - - m^6 m— S , m— 7 m— 6 , _, 
' I ' . . =(m— 6V. 



-^ :2^P«tlant , le nombre total des quaternes successifs auxquels d«ine 
lieu l'extraction de six numéros est 
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IV, Que le nombre des numéros extraits soit sipt. 

i.» Que le numéro un soit tiré avec les trois suivans. A ce qoa- 

teme successif peuvent se joindre les m — 4 numéros suivans pris 

. , . T II m— 4 m— 5 m— 6 

trois a trois. Le nombre des cas est —— . . — =— . 

I a 3 

2." Que le numéro un soit tiré arec tes deux numéros suivans i 
tans le numéro quatre. Il reste m — 4 numéros dont on tire quatre , 
et qui doonent lieu à m— 7 quatemes successifs. 

3." Que le numéro un soit tiré avec le numéro deux , sans le 
noméro trois. Il reste m— 3 numéros dont od tire cinq. Ils donnent 

Ht'— 7 mS , m— 8 m— 7 
lieu a — . ' . — — quatemes successifs. 

4.° Qu« le ouméro un soit tiré sans le numéro deux. Il reste 
m— 2 numéros dont on en tire six. Le nombre des quatemes suc- 
cessifs auxquels ces m— 3 numéros donnent lieu est 

m— ^ m— 7 , m — 7 m — 6 m — 5 
l'a 1 ' a * 3 

m— 8 m — 7 m— 6 
+ __ . -_ . _-_ 

;, M— 9 "—8 w— 7 
^ I "a ■ 3 ' 

De W f le nombre total des quatemes successifs auxquels donne 
lieu l'extraction de sept numéros est 
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m— 7 iB*^ 1^»»— 7 m— 6 m— 5 wt — 6 m— S m— 4 m— 3 
I ' ' 3 I * a * 3 l'a* 3 * 4 

m— ft m— 7 m^^ , 711—7 rri^^ m— S m— 4 

,+2.-— . — - . ^-+ -—•—-■■ — 



4 



fw^"*© 7ïi^7 ïn ' 6 



■ , wt— ^ Bi— 8 m— 7 m— 6 
"^ I ' T" ' ~3~ ■ ~4~ ' 

V. Que le nombre des numëros extraiti soithuit. 

I.* Que le naméro un soU tiré avec les trois numëros sairansT 
A ce quateme successif peuvent se joindre les m—^ numéros suivans , 
pris quatre à quatre. Le nombre des cas est 

#B— 4 "1"^ m— ^ m— 7 
""1 '." ■ a " • ~3~ ' 4 ' 

2." Que le numéro un soit tiré arec les deux numéros suivans; 

sans le numéro quatre. Il reste m-~4 numéros dont on tire cinq , 

, .. , m«— 8 m«— 7 m— 9 m—^ 

et qui donnent lieu a ■■ ~ . 1 . ——quatemes successifs, 

^ I -a I a ^ 

3.** Que te numéro un soît tiré arec le Duifiéro ^ux, sans le 

numéro trois. Il reste m — 3 numéros dont on tire six. Le nombre 

des quateraes successifs auxquels ils donnent lien est 

m— 9 m^^ m— 8 m— 7 m^^ 

. . w— 9 f"— 8 "2^2 
^ I • a • 3 

m-io m—^ m—^ 
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4.* Que le numéro un soit lire sans le numéro deux. Il reste 
m — 2 numéros dont on tire sept. Le nombre des quaternes «ucces^ïfs 
auxquefs ces m — 2. numéros donnent lieu est 

tn—^ m— 8 m—g m— 8 "- ^7 , w-^S m— 7 *— 6 m— 5 
l'a i*a"3 l'a' ~3 4" 

_i_o """ "'"^ M— 8 wi— 9 m—S m— 7 m— 6 



, M-ii m-to m — 9 m-r8 
~^ * 3 ' a ' ~4~' 

De là , le nombre total des quaternes successifs auxquels donne 
lieu l'extraction de buit numérys est 

Bi^8 m^7 m—^ m—^ m'—j m— S m— 5 «^7 m-^ m— 5 m— 4 m^J 

i'a*3 i'3'3*4 l'»"3' 4 ' 5 

, m— ^ m— 8 ni*"? ""^ m — 6 m— 7 m— 6 m— 8 m^ m^^ m— S m— i 

,_ . m-io m— ^ m— 8 m^7 m— 9 m^^ m — 7 w f^" m— 5 - 

"*" * I * "T" ' T" ' ~4 •" "T~ ' "T" * ~3~* ■ ~4~ ■ 5 

. m-io ni"^ m^-8 m— 7 m — 6 
+ "P •~ *~3~'"T" ■ ~5~ 

, m'ai., y-j^9 >» — 9 wj— 8 w>— 7 

"' P ■ "T"* 3 * 4 ' fi * 

Ces exemples suffisent pour indiquer la vote à sairre dans celte 
recherche ; et pour montrer que le cas proposé, sur un certain nom- 
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bre de numëros extraits , est toujours rameoë aux trots cai dans 
lesquels les nombres de numéros extraits sont inférieurs d'une , de 
deux et de trois uniléa. > ,. ^ 

Qu'on s'occupe des' qnînes successifs. On montre de même que 
te cas proposé , sur un certain nombre de numéros extraits ^ est tou- 
jours ramené aux quatre cas dans lesquels les' nombres des numéros 
extraits sont inférieurs d'une, de deux, de trois et de -quatr* 
nnités, etc., etc. (*) 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Problème sur les combinaisons. 



doiT une circonférence , divisée en un nombre quelconque m de 
parties égales , et soient afiectés arbitrairement , et sans suivre aucun 
ordre déterminé, aux points de division les numéros 1,2, 3, ....m — i , 



(*) En litant ceci y on apercevra «ma peine que , dans la vue d'abroger > M. 
Lhiiilier a supprimé beaucoup d'intermédiaires; mais ils seront faciles k rétablir, 
ai auparavant on prend la peine d« relire ce qui se trouve à b page &2 de ce 
Tolume. 

■ M. Ferriot , docteur es sciences , professeur au Ijrcée de Besançon , a aussi 
fourn! ,du même problème, une solulion parvenue trop tard pour pouvoir trouver 
place dans te recueil. 

J. D. G. 
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m. Soient joints ensuite, par des cordes « le point i au point 3, 
eelui-ci au point 3, le point 3 au po'nt 4 > ^t ainsi de suite , jusqu'à 
ce qu'on soit parvenu à joindre le point m — i au point m , et 
enfin ce dernier au point i. On formera ainsi une sorte de polygone 
de m càlès, inscrit au cercle , et qui, en général, ne sera point 
. régulier , puisque ses côtés pourront être inégaux , et que même 
quelques-uns d'entre eux pourront en couper un ou plusieurs des 
autres. 

Si l'on raric ensuite, de toutes les manières possibles, le numé- 
rotage des points de division , et que l'on répète, pour chaque numé- 
rotage , la même opération que ci-dessus, on formera un nombre 
déterminé de polygones inscrits, parmi lesquels plusieurs ne différe- 
ront les uns des autres que par leur situation. 

On propose de déterminer , en général , quel sera le nombre des 
polygones essenUellement différens ? 
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SOLIDES REGULIERS. 



GÉOMÉTRIE. 

Mémoire sur les solides réguliers i 

Par M. Lhuilieb , professeur de mathërnatiques à Tacadémie 
imptriale de Genève. 



X-iA doctrioe des solides réguHers a beaucoup occupé les ancien» 
géomètres. Ëuclîde l'a approfondie dans les trois dcroiers livres de 
ses élémens. Quelques mathématiciens ont même prétendu que c'était 
vers ces solides qu'était dirigé le plan de son ouvrage ; en se fondant 
sur l'importance des applications que les Platoniciens croyaient pou- 
Toir faire de ces solides à l'Iiarmonie de l'univers. 

Quoique les modernes n'attachent aucun poids à ces idées chi- 
mériques des anciens , ils ont dû regarder ces solides comme digne» 
de leur attention y et tout au molos', comme donnant lieu i -des 
exercices intéressans de recherches et de calcul. Ainsi Legendre,- 
dans sa G^om^/nV , traite avec soin de leur composition et du calcul 
de leors dimensions -, et y en deniier lieu , M. le professeur Bertrand 
a consacré plusieurs pages de ses ÈUmens À épuiser la doctrine 
de ces solides. 

Gimme il ne peut y avoir que cinq angles solides réguliers , il 
ne peut; y avoir que cinq solides réguliers. I^ e$t aisé 4s délennïaer , 
par la proposition fondamentale de polyèdrométrie d'^ulec:. Je nombre 
des faces et le nombre des angles solides qui entrent dans ]a com- 
position de ces polyèdres , s'ils sont possibles (*). Mais il n'est pas 
aussi facile de démontrer leur possibilité, et d'exécuter leur construction , 

. (*} rVofcm U page 17a 4/a ce volume. 

Tom. III, 33 
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tout au moins pour l'Icosaèdre-dodécagone ^ et pour le dëdoca&dre- 
icosagone. 

Si CCS polyèdres ont Heu » Us peuvent être décomposés en pyra- 
mides régulières qui: penrent conrenir , qui ont leurs faces pour 
bases , et dont le sommet commun est au centre de la sphère qui 
leur est inscrite ou circonscrite. Dans ces pyramides , l'incliDaison 
de deux Aces latéralfis est connue , savoir ; cette iDclisaisoa est le 
tiers, le quart ou la cinquième partie de quatre angles droits, suivant 
que chaque angle solide du polyèdre est formé par trois « par quatre 
ou par cinq angles plans. - 

L.a doctrine des solides réguliers m'a paru susceptible d'être expos4* 
d'une minière abrégée , lumineuse et régulito , en partant de la 
possibilité de ces pyramides , pour détermina la composition des 
Mltdfls régnliers par leur répétition. 

Ù^initioms. J'appelle pyramiit. droite , Tine ^ramtdé dont la 
kase elt un. polygone circoincriptible au cercle , et dont le pied -de 
la hauteur coïncide eree le centre de ce eerek. 

J'appelle pyramide régulière , une pyramide droite dont la base 
est ua fcitfgartt régulier. 

Dans tout ce qui suit , l'angle droit est pris pour l'unité des angles 
{)Ii«Bf st l'angle solide rectangle ou l'octant est pris pour l'unité 
des angles «olides. 

I. Soit une pyramide régulière , & base trîam^laire. Que l'inclt- 
intsoa de deux faces latérales de cette pyramide aoit le tiers de 
quatre droits. On demande la valeur de son angle solide S au 
stcmiHt ? 

Otia la prftpertion i:3.f — 3^i':S;icinc Si^s.fwnnX.-A'aHf^ 
solide tfu Mmmet de notre p^Tsmlde vaut deux eetans , et ^qualre' 
de ces angles solides renplrsseirt l'eepace autour d'nn peint. 

Application. Quatre de ces pyramides , égales entre elles , dîe- 
pooées autour d'un point qui «st leur sommet commran , ferment 

II, Soit, une pyramide régulière, h base CrHingotaire. Qae l^h- 
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elinaïson de deax faces latérales de cette pyramide soit le quart de 
quatre droits ou ua droit. On demande l'angle solide S au sommet 
de cette pyramide ? 

On a la proportion i :3.i— 2=1 :5 ; donc S^i. Parlant : l'angle 
solide au sommet de cette pyramide est égal à l'octant ; et huit de 
ces angles solides remplissent l'espace autour d'un point. 

Application. Huit de ces pyramides , égales entre elles , disposées 
autour d'un point qui est leur sommet commun , forment Yoctaédre- 
hexagone régulier. 

111. Soit une pyramide régulière, & base triangulaire. Que l'incli- 
naison de deux faces latérales de cette pyramide soit la cinquième 
parUe de quatre droits. On demande l'angle solide S au sommet 
de cette .pyramide ? 

On a la proportion 1:3.7— a=i:5î ^"""^ 5= J. Partant : l'angle 
solide au sommet de cette pyramide vant le cinquième de deux 
octaos ou le ringtième de huit ocIids ; et vingt de ces anglee 
solides remplissent l'espace autour d'un point. 

Application, Vingt de ces pyramides > égales entre elles , disposées 
autour d'un point qui est leur sommet commun , formant Viccsaèdre^ 
dodécagone régulier. 

iV. Soit unie pyramide régulière , & base carrée. Que Tindinaison 
de deux faces latérales de oettc pyramide soit le tiers de quatre droits. 
On demande l'angle solide S au sommet de celte pyramide ? 

On a la proportion i:^.^-—^=i\SiÀoaz •?= 7. Fartant : l'angle 
Solide aa sommet de cette pyramide vaut le tiers de quatre octans 
ou le sixième de boit octans ; et six de ces angles solides 
remplissent t'espace autour d'un point. 

Application. Kx de ces pyramides» égales entre elles, disposées 
autour d'un point qui est leur sommet commun , forment l'hexaèdre* 
octogone régulier, ou le ea^, 

V. Soit une pyramide régulière , \ base pentagone. Que lln- 
elinaison de deux faces latérales de cette pyramide soit le tiers de 
quatre droits. On detôande l'aogle solide ■$ au sommet de cette pyramide ? 
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On a la proportion i:5.f — G=i:^; donc 5= 7. Partant : l'angle 
solide au sommet de cette pyramide vaut le tiers de deux octans 
ou le douzii'-me de huit oct;ins ; et douze de ces angles solides 
remplissent l'espace autour d'un point. 

Application. Douze de ces pyramides, égales entre elles , disposées 
autour d'un même point , qui est leur sommet commun , forment 
le iodécaèdre-icosagone régulier. 

II est facile d'appHquer les premiers principes de la trigonomé- 
trie sphérique , rchitivc aux triangles rectangles , à cette manière de 
concevoir la génération des solides* réguliers. 

£n effet , par une des arêtes latérales de la pyramide, soit mené 
un plan perpendiculaire \ la base. Il se forme , à l'extrémité de 
celte arête , un angle solide triangulaire , dont deux des faces sont 
perpendiculaires l'une à l'autre ; un des angles solides dièdres res- 
tans est connu : savoir , la demi-inclinaîson de deux faces latérales 
de la pyramide ; un des angles plans est aussi connu , savoir, le 
demi-angle de la base de la pyramide. De là on détermine l'inclinaisoU 
d'une face à la base , ou la demi-inclinaison de deux faces du polyèdre ; 
et, partant aussi , le rapport du rayon du cercle inscrite là face du 
polyèdre au rayon de la sphère inscrite. On détermine aussi l'anglo 
plan de cet angle solide , dans le plan perpendiculaire \ la -base , 
ou l'inclinaison d'une arête latérale de la pyramide an plan de là 
base ;'.et partant , le rapport du rayon du cercle circonscrit à une 
face du solide au rayon de la sphère circonscrite. £n6n > an déter- 
mine l'angle ii la base de chaque face de la pyramide. On obtient 
donc touA les élémens du solide , et en particulier sa capacité, relative- 
ment à l'une de ses dimensions. 

Cette manière de concevoir la composition des solides réguliers , 
s'étend aussi k la composition d'autres polyèdres , faite sous dea 
conditions données. Il me suffira d'en donner deux exemples. , 

t." Soit une pyramide droite à base rhomhoïde. Que l'inclinaison 
da deux faces adjacentes k l'un des angles obtus de la base., vaille 
le tiers de quatre droits , et que rincllnaison de deux fac«8 idjaceotes 
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à l'un des angles aigus delà base, vaille le quart de quatre droits. 
On demande l'angle solide S au sommet de celle pyramide ? 

On a la proportion 1:3.7+2.1 — ^=i:Si donc >y= 7. Partant; 
l'angle solide au sommet de cette pyramide vaut le tiers de deux 
octans ou le douzième de huit oclans ; et douze de ces angles solides 
remplissent. l'espace autour d'un poiîit, ' 

Application, Douze de ces pyramides égales entre elles , disposées 
autour d'un point qui est leur sommet commun, et appliquées par 
leurs faces coïncîduntes , forment un. dodéca^ârciiitradécagone rhom- 
boïdal. 

Ce solide est tiré de roctaèdre-hexagoife ; et de l'hexaèdre-octogone 
réguliers , en menant , par chacune des arêtes , un plan également 
incliné aux' deux faces adjacentes. Il est connu que ce solide trouve 
souvent des applications importantes. 

2.* .Soit une pyramide droite , à base rhomboïde. Que l'inclinaison 
de deux laces, latérales , adjacentes à l'iln des angles obtus de U 
base,' soit' le tiers ' de quatre droits ; et que llncllfiarson 'de deux 
&ces latérales adjacentes à l'tin des angles' aigus de le base soît le 
cinquième de quatre droit?. On demande l'angle solide S au sommet 
de' c«tt* pyramide ? • 

- On a la pro^ortMQ i :2.5'-Hai^-^'4^-^i':55 doftc'5=-^. Partant'; 
i'angla soilide' au' sommet' de cette -'pyramide est' le quinzième de 
quatre octan*':ou le trentième de' huit oclans ;. et- trente ^' ces angl^ 
colides remplissent l'espace autour d'un point. 
■ ■ jfpplicaiien. Trente de oés pyramide» "égales entre' elles , disposées 
aotovr' drnn< point qui est leur sommet commun , et appliquées par 
des faces odiacidentes , forment Un triacontaèdre r dotriacbnia^one 
rhombmdal.' ■ '■ ■ ' ■ ' 

Ce sfdlde est: tiré de ricoeaèdre-dodécagone et du dodécaèdre- 
kos^gone' réguUers , en menant ^ par chacune des ardtee , un plan 
également incliné aux deux faces . adjacentes. 

Il ast. aisé de' déterminer la natura des rhombes deS' facei de ces 
deux derniers solides , et de rapporter leurs élémens 4fi8 uns aux.autres* 
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ANALISE ELEMENTAIRE. 

Démonstration du principe qui sert de fondement au 
calcul des /onctions ^métriques ; 

Par M. Gergonhe. 



P jR thëorème dont je vais m'occuper ici , et que Newton a donné 
le premier y sans démonstration ^ peut être ^oncë en ces termes : 

Il y a entre les sommes de puissances semblables de ptusiatrs 
quantités et leurs sommes de prodmts deux -à dems^ trois .à trois ^ 
quatre à quatre , etc. , dei relations soumises à une loi réguliire , 
et telles que les f^emières pewent être exprimées en fonctions ration- 
nelles et entières des dernières , et riciproquêtnmt. 

Ce théorème étant proprement du domaine de U ihëoiie des 
•cvrobiosisons , je- vais en .donnée tine dèmtmctntMn fondée anùjae- 
Kàent sur cette théorie , et qui me parait plus courte et plus simple 
qile celles que l'o»- déduit de la'tbéorie des équations. 

Soit a» b* Cf..,. des quantités quelconques, au.nombre de m. 
Soient généralement désignées par S„ la somme de leurs n**" piùs* 
tances, et par P„la somme de leurs produits s ^ a; on aura S^^m , 
5,:=P, y Pn+|=o. Soient , en outre , désignées par A„ la somme de 
ceux du leurs produits n k n oii a n'entre pas , par B„ la somme 
de ceux de ces produits ou b n'entre pas, et ainsi de suite, ce 
qui donnera ^„=o, ^^=0,.,... 

Ces notations admises | U est facile de se convaincre qu'on doit 
vrw généralement 
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car , en prenant , au hasatd , un produit de n des lettres données , 
s'il renferme a, il «o tr«uver» dans d^^.t ,eme s'y trouvera qu'une 
fois; Ht f fi^l ne renferme pas a» il se trouvera d^n^ ^n, et ne s'y 
trouvera également qu'une fois ; d'où l'on voit que ^„-i-aA„_, contient', 
et ne contient qu'une fois seulement ^ tous les produits n à n ^ et 
est eo«5(iqueinment ^gal à P„. 

Je dis f en second lieu , qu'on doit >Tplr aussi , géainitmtnl ,' 

■^»+5„+(?.4' • . • • ^C*»— »)^« i (2) 

en eHet, si chacune des quantités /i, , B^, C„ ^.... était prëcisément 
la somme des produits des quantités a , 3 ., r , . . . . prises ni n , leur 
somme serait égale à m fois la somme de ces produits , c'est-à-dire, 
h mP^ ; mais , parce que ces produits ont n facteurs , chacun d'eux 
doit manquer , k son touT' , daAs. n des quantités ^^ , B„ , C„,.,., 
La somme y^„'^-^„+^n+' • • • doit donc renfermer m fois la somme 
des produits n k n, moins n fois- cette «onme , c'est-à-dire, qu'elle 
doit être égale à m — n fois la somme de ces produits oa, ce qui rerient 
au roéme. à (;n-~n)P„. 

Cela p»së , soient préAlî^rement- Prîtes les équations qye voici , 
lesquelles sont déduites de l'équation (i) ; et «b Rosibre nwndm, 
que m t . 

P,=iJ,+a ; 
'' .P,=^,+a-if.", 



P^^A„-haJn~t î 
•D en conclura facilement, en réduisant» 

on aurait pareillem^t 
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l"—P,i--+P,i-'—P,i"-'+....±F,=±B. , 
t'—P,c'-'+P,c"-'—P,f-<-^ ±P,= ±C, , 

prenant donc la somme de ces ^«jnations , en ayant égard à l'ëqua- 
tion (2) , il viendra 

5„—P,*..,+P..<,.,— />,>(■„.,+.... imP,= +(n.—B)P. , 
ou , en transposant et réduisant , ' 

S.-P,S,.,+P.S,.,-P,S,.,+...i±r>P,^o. (3) 

Soit , en second lieu , n>m , et soient écrites les équation^ 
tjoe voici : 

P, =^, +a , 
P.=J,+aA, , 
P,=:A,+aA, , 



on en déduira facilement 

o"— i;,«''-'+P,<i"-'-P,a"-'+....itP^"-"=o ; 
on aôra pareillement 

i"— P,J"-"+P,*'-*— Pji("-'+....iP^"-"=o , 
£*-P.c"-'+P,c"-'—P ,£"■'+.... +Pi,^'=o , 

............•.»....••.•.......■..; 

d'oi , en ajoutant 

S,-P.S...+P,Sn.,-P,S^, + ....±P^^„=0. (4) 
On dédvit des équations, (3) et (4) ' 
' . .ii^P,=o , ' 

5.— P,5,+2P. = tt, . 



*. 
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S,—P,S,+P,S,—3P,=o , 

s.—p.f„.,+PA.,—p,s,.,+ '4:p„.,s,±mP,=o , 

S^,-P,S„+P.S„.-P,S,..+ +P„..4.iP„5,=o . 

S„^.-P.S„^,-^P,f„-P,f^.,+ +P..,5,+P„5.=o , 

équations qui mettent en cvideDce la vérité du théorème. 



QUESTIONS RESOLUES. 

Solutions au prabième danaVse inâeterminée , proposé 
à la page 140 de ce volume i 

l^ar MM. Dv Bourguet , S . . , , Cardwali , IjAkjuihii* 
et Le Grand. 



JiiNOSCÈ. On demande qvatre nombres pairs, en progression 
arithmétique , tels qt^en multipliant la somme des trois derniers 
par la somme des deux du milieu , on obtienne un produit égal 
au cube Sun moyen arithmétique entre les deux premiers de ces 
quatre nombres ? 

La diffîoultë de ce problème parait eonaistrr principalement en ce 
que, s'elevant nalnrellement au troisième dff;ré , il faut le rabaisser 
•u second. C'est , en eAVt , ce qu'ont lait M. Du fioiirf^iiet , pro- 
f'sseur dd math<' mu tiques spéciales au lyrc'c impt'rîal, M. S..., et 
M' Le Grand , eléve dtsTiicola uormale ; MM. Cardinali , professeur 
Tom. m . 34 
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à Trévise , et Lanjuinais , psofesseur à Rodez ,- l'ont lra)të par des 
mëlhodes indirectes : mais MM. Du Bourgiiet et Le Grand sont les 
seuls qui se soient proposes d'en assigner toutes les solutions ; Ils unt 
trouvé, le premier, qu'elles étaient au nombre de troi&, et le second , 
qu'elles étaient au nombre de quatre; mais on peut dire qu'elles 
sont réellement au nombre de cinq , comme nous allons le faire voir, 
en suivant à peu près l'analise de M. Du Bourguet. 

Solution. Soient 2X le premier terme , et 2y la raison de la pro-* 
jercssion ; ses quatre termes seront 

et l'on devra avoir , par l'énoncé du problème , 

Posant 2x~\-y^=z , d'où 2jr=z — y, cette équation deviendra 

(2z+ir)(?z+gjr)=i' , 
ou f en posant 6y^t et développant 

d'où 

Soit fait iv^4«+i=w , d'oJi 4^+i^u* et x——, — i don» 



(u«— iKa— 5> _ (»*— 0(17— ") 

^-48 * *- 96 • 

Par llnspeetion de ces valeurs , on voit évidemment que u ne peut 
être qu'un nombre impair; posant donc u=:2c+i > il viendra eqfîn 
,.{».+,) (8— *•} Kv+OCc— a) 

La nécessité d'avoir x positif renferme les valeurs de c entre — i 
et +8 ; mais , attendu que les valeurs -é-i , +4i +5 , 4"7 d* ** 
rendent X fractionnaire , on ne peut admettre que les six système* 
que Toici : 



y Google 





QUESTIONS 


PROPOSÉES. 


^=— I 


,, ( "=». i'=^ • 


p=3 , ( p=6 , 


*=0 , 


s—o , t *=3 , 


1=5 , 1 1=7 . 


r=oi 


;>-=2 i ( y=--i , 



î43 



et, puisque les valeurs — i et o de c donnent les mêmes valeurs 

pour X et y _f le problème n'a réellement que les cinq sotutloot 
suivantes : 

— o. o . o . o , 

-^6.6. 6. 6 , 

JL. 10. l4 • l8. 32 , 
-^l4 ■ 70 .126. 182 f 
-^ 0.144.288.433 . 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Problèmes de Géométne. 

I. X/ES arcs de cercles ^. en nombre infini , de même longueur « 
mais de diiferens rayons , situés dans un même plan , touchant d'un 
même calé , par leur milieu i une même droite , en un même point; 
déterminer l'équation de la courbe qui contiçot les extrémités de 
ces arcs ? 

II. Des calottes sphériques , en nombre infini, de mâme surface,' 
lAais de difTérens rayons , touchant d'un même côté, par leur pâle , 
un même plan , en un même point ; déterminer l'équation de la 
«urface qui conlîeDt les circonférences de ces calottes ? 



, Google 



«44 SÉPARATION 



AN ALISE TRANSCENDANTE. 

Mémoire tendant à démontrer la légitimité de la 
séparation des échelles de différentîation et d'inté- 
gration d'-s fonctions qu'elles affectent ; avec des 
applications à l'intégration tXane classe nombreuse 
d^equations ; 

Présenté à la i/* classe de l'institut, le 26 d'octobre 181 1 ; 

'Par M. J. F. Français , professeur à l'école impériale 
de l'artillerie et du génie. 



XJkfvis que M. LagrangR a rdvellU l'atlention des géomètres , sur 
l'analogie , aperçue par Leibnitz , entre les puissances et les d'ilTérences , 
par Ici beaux thiiorèmes de son mémoire de 1773 , plusieurs 
géomètres ont cherché à démontrer ces théorèmes > et ^ étendre la 
méthode de calcul fondée sur cette analogie ; mais Arbogast est le 
premier qui se soit proposé de débarrasser cette méthode des încon- 
véniens qu'entraîne le passage alternatif des indices aux exposans , 
et d^9 expoians aux indices. L'idée heureuse qu'il a eu de détacher 
les caractéristiques ou échelles d'opérations des fonctions qu'elles 
affectent, pour les traiter comme des symbnles_de quantités, remplit 
parfaitement le but qu'il s'est proposé. Mais cette idée est en loAme 
temps -si hardie et si opposée aux idé^s reçues , qu'on a eu jus* 
qu'ici une sorte de répugnance à l'admettre , malgré l'exactîtuds 
des résultats qu'elle fournit; et on a naturellemeat lieu de désirée 
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■une démonstration à priori de la l^gilïmllé de cette opi^alion. Cette 
démonstretlon est d'autant pliu n^cssaire , que l'opération de déta- 
cher les échelles n'c5t pas applicable à tous les cas ( ce qu'au surplus 
elle a de commun avec la méthode fondcc sur l'analogie en question); 
.il faut donc que la démonstration du principe conduise elle-même 
i distinguer les cas auxquels elle est applicable, de ceux où elle 
ne l'est pas. C'est cette démonstration , avec quelques applications de 
la méthode de séparation des échelles y qui ra faire le sujet de ce 
mémoire. 

S-i- 

De la séparation des échelles , dans Us fonctions à une seule 
variable. 

I . Si , entre les deux variables ^ et ^ , on a une équation ex- 
primée par ■ " 

et qu'on multiplie cette équation par tant de constantes et fonctions de 
constantes qu'on voudra , on ne changera en nen la relation entre 
X et y , exprimée par cette équation , et on n'y introduira aucune 
relation nouvelle. Ainsi , les équations 

I ^î'(*,7)+*F(a-,jr)-j-tfr(*,j>H- =o^. 



^"^j î,{a,h,c,...)F(x,y)+Ua,h,c,.,.)F(x,y)-i-....^o , 
qu'on peut aussi mettre sous cette forme 

3, ( (''+i+<:+ ::..)¥(x, r)=o , 

et dans lesquelles a, ^> c,.... sont des constantes quelconques, ne 
disent ni plus ni moins que la proposée (1). Mais il n'en serait plus 
de même > si. Ton multipliait la proposée par une ou plusieurs fonc- 
tions soit de X, soit de ^ , soit de x tt y; ces nouveaux facteurs, 
introdaiMnt évidemment des relations nouvelles , changeraient néce»- 
lairement la nature de la proposée. 
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2. De mâme, si l'on clifFérentie , (aiit de fois qii*on voudra , IVqua- 
tion (i) , soit aux dtiFérences soit aux di/TéreDtielIcs , et quel que 
soit le système de di/Fi-Tenliation ( c'est-à-dire , quelle que soit la 
variable ou la fonction des deux variables dont on considère la 
diiTt^rentioIlecommo constante), on n'y changera en rien la relation entre 
X et y , et on n'y introduira aucune relation nouvelle. £n effet , 
en diilérentiant une équation entre detix variables , on ne fait autre 
chose qu'exprimer l'indëterminalion complctte de l'une d'elles ; car, 
si l'une des variables reçoit un accroissement arbitraire , l'autre en 
reçoit un qui est détermine par la forme de l'ëqualion proposée , sans 
qu'il y soit introduit aucune relation nouvelle. Ainsi les équations 

P*F(jr,y)=o, A'F(j,y)=o, E'F(jr,y)= 

n'exprime ni plus ni moins que la proposée (i). Il en serait de 
même d'un système quelconque de ces équations , combinées entre 
elles et avec des constantes , telles que sont les suivantes : 

j 3"F(j:.yH-fl>-' F(x^)+i>-* F>,y)4-....4-AF(^,r)=o i 
^ ^\ 3"F(x,y)-»-<iA3'-'F{j:,j)H-*A»>-»F(j-,j)H-...H-iA''FC*,r)=o- 
Les écheliei , ou Signes de diflTërentes espèces de diiTérentiation , se 
comportent ^onc de la même manière, à l'égard d« l'équation proposée 
qu'elles afieclent , que les conslanics des équations (2). On peut 
donc considérer ces constantes comme des échelles', et réciproque- 
ment , on peut traiter les échelles comme des tjuantités constantes ; 
sauf à se rappeler , dans les résultats , que c-s é^h<^llcs indiquent dos 

t^ A l'exemple d" Arbora» , M. Prangnis etn[>toie ici la carMcli'risliqae fi , comme 
Aff» de l'état varie d« la roiiclion ; quant au £> , c'est , cnmrae le d de M. Krarop , 

■m signe de dérivation ; en lorle qu'on a d7C}=Q7(-*')= ■'■ ' ■ • Vpjrez le Caleut 
àtt diriv»liont , pagci 3o6 et 37S. 

J.D. G. 
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opération» dëlermîoées qu'il s'agira d'cfiecluer. Ainsi , on peut écrire 
les équations (5) de cette manière : 

( (9-1- o>-'+ *^°''+ +* )F(:r,^)=o . 

^^M (>+«A>-'4^A'3-»4. +AA";F(:r,j)=o ï 

et c'est ce qu'on appelle détacher les échelles. 

3. H ut de plus évident qu'on peut faire subir aux constantes 
et aux échelles détachées, (3) el(G), telles opérations qu'on veut, 
sans introduire aucune relation étrangère à la proposée ; ainsi , par 
exemple , aux équations (3) et (6) on peut substituer 

!ff(a-hH-'>+- )F(j: , y)^0 , 
,<>(>+ û>-'-h 3>-*-t- H- A)F(x,j)=o, 
<3"^-^7A3''-'-^-iA»>-»+ 4-*A-)F(x.y)=o ; ' 

' où 9 n'affecle que les constantes et les échelles , et indique une 
fonction quelconque. A plus forte raison peut-on tes mettre sous 
une forme identique , telle que serait leur décomposition en facteurs, 
ou leur expression sous forme de fonction non déreloppée. Ainsi. 

si 3 — «, , 3 — «, , 3 — •, , ,3 — *u, sont les facteurs de l'échelle 

ïr+tf3''"'H-33''"*-H -t-A, on pourra mettre les ëquaUons (6) 

«ous la forme 

(8)1 ^'' ^^ )^"' )""P-"" F('-^>=">' 

j p— ..A)(»-.,A)(a-.,A)....(9-vi)F(*,^)=o . 

On pourra donc mettre aussi les équations 

l(9"+-E>-+;.=ÎE-a"-+ ii..îri.r:îE'9-+....+E")FC»,:r)=o . 

(3+f 9.4._l-.3'+_L_.9.+ )F(:«,,-)^o. 

(.a i,a^ iJt34 f \ ' j / r 

soui la . forme 

(10) 0+E)-F(:r,j')=o , («^— i)P(*,^)=oî 

parce que. le déTeloppcmeni de ces dernières formes redonnerait le* 
premières. 
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Kii gënt^ral , si l'ecbette es) le développemenr d'une fonction de 
furme cunnue, on pourra substituer à ce développement la fonctioQ 
non développée. M . 

4. Cette manière d'envisager les écliolles d'opérations fait voir 
clairement pourquoi la méthode de les detachi-r ne doit s'étendre 
qu'aux formules ou équations dans lesqucll''» elles ne sont com- 
binées qu'entre elles et avec des quanlilcs constantes ; elle démontre 
de plus, ce me semble , d'une manière bien convaincante, et dt^duit 
des premiers principes du calcul , la légitimité de cette opératîoOt 
quand les échelles ne sont mêlées qu'entre elles , ou avec de quanlilcs 
constantes. File fait voir encore la nécessité d'adopter la notation 
difTérentielle introduite par Arbogasl , comme la seule suscepiible 
de cette opération. Cette notation s'écarle d'ailleurs le moins possible 
de cKlIe de Leîbnitz , puisqu'il sufbt de faire dans celle-ci dr=], 
pour avoir celle d'Arbogast. 

5. Si l'équation (t) devient identique, et prend la forme 

(il) ^jr— fjr=o ; 

l'une de ces fonctions, multipliée par l'échelle, peut être mise 
dans le second membre ; alors on >peut laisser l'échelle non développée 
dans l'un des membres , et écrire son développement dans l'autre. 
Ainsi , iouie équation dont le second membre est le développement 
du premier , peut être considérée comme une éguaiion à échelles , 
qui, étant multipliée par une fonction quelconque de s , .fournira 
une multitude de formules cl de théorèmes que suuvcnt on ne 
pourrait obtenir , parles voles ordinaires, que d'une manière longue 
et laborieuse. Mais , avant de nous livrer aux applications , nous 
allons établir les relations qui existent entré les diverses échelles ou 
cignes de difTerentiation. 

6. Lorsque , dans ^x , la variable x reçoit un accroissement { , 
cette fonction devient f^x-{-l) , et l'on a , par le Théurèmû de 
Taylor , 

Quand 
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Quand on a {^si , cette écguation devient 

En dëtachant les (échelle* des seconds membres de ces équations, 
on peut les mettre sous la forme 

Les expressions *(a>+-E) et »(j+i) sont ce qu'on appelle les èiaU 
variés de fx ;-la variation dépendant de l'accroissement de la variable , 
qui est =:{, dans la pr^nlère expression , et = i , dans la seconde* 
Afin de les rendre susceptibles du calcul des «échelles , nous repré- 
senterons , avec Arbogast , ^(:r+i) par E'fx, ou simpUment par 
£f;r , et conséquemment f (^r-|-{) par E'f x ; les seconds membres 
des équations (12) justifient complètement celte notation. Par ce 
moyen , on peut mettre ces équations sous la forme 

E^fJ=«^.*X , EfX=Afj:. 
On a donc , en détachant les échelles 

équation qui exprime la relation entre l'échelle de Tétat varié et celle 
des différentielles. 

On a coutume d'exprimer aussi le premier membre de l'équation 
qoe fournit le théorème àe Taylor par ^x-\-^^x ; de sorte que 
f(x-4-{)=f''-t-Afr , et que Afjr exprime l'accroissement de px , 
lorsque s devient «+|..Nous réserverons cette notation pour le cas 
où Taccroissement de x est ^ i > et nous représenterons par A.^jc 
l'accroissement de fx, lor&que x devient x-^t ; afin que, par notre 
nolatitm , l'échelle indique en mCme temp^ l'accroissement de la variable 
jr. Ainsi > nous aurons 



(■3) 

XWB. lu. 
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En détachant les ëclielles de ces deux systèmes d'^quatîons , on 
obtient les relations suivantes , entre les ëi-helles des états variés , 
celles de différences et celles des dî/Térentleltes 

(.4) E=i+À=/ , E*=i+A =e^. 

De celles-ci on tire ensuite celles que voici : 

(i5) A = E— i*:(-,+Aj)|-— i=«^-i , A^=E*- 

(i6) 9=LogJ:=I^g.Ci4-A)=yLo6.Ci+Ap==Log.Ci+Apf- 

7. Telles sont les relations qui existent entre les di/Térentes échelles 
de diiFérenliation. Oa en tire immédiatement , et de la manière la 
plus rigoureuse , les beaux théorèmes que M. Lagrange a donnés 
le premier , dans son mémoire de 1772 , et d'autres encore plus 
généraux. Car , en faisant , sur les deux membres des équations (i4) , 
(i5) et (16), les mêmes opérations ( sans y introduire des variables) 
et multipliant les résultats par fx , 00 aura autant de théorèmes 
généraux qu'on voudra. Nous nous contenterons d'en tirer la belle 
théorie de t interpolation , donnée par M. Lagrange dans un des 
Mémoires de Vacaàémie de Berlin , pour les années 1 792 et> 1 793. 

Puisqu'on a (i^) E*=i-hA|, on aura aussi E*=i+A, j maïs 
* i ' 

on a E'=(E*;Î— (i+A^)«; donc i+A,=Ci+Aj)l ; et enHn , 

A.= ([-f-A,)t— I. En élevant chaque membre \ la puissance a , 
on obtient 

(■7) A;=!(i+Aj)(-.i-, 

et y en multipliant par fjr 

(18) A;f:r={(i-|-Aj)ï— iî-.«*î 

oi!l il ne s'agît plus que de développer l'échelle da second membre,' 
et de multiplier par px chacun des termes de son développement. 
Cette formule contient la théorie la plus générale de l'interpolation ; 
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elle fournit , en' effet ^ la solution du pi*oblème suivant ; Connaissant 
les différences ^une Jonction , pour un accroissement donné de la 
variable , déterminer sa différence d'un ordre quelconque , pour un 
autre accroissement de la variable ? 

Si l'on voulait avoir, en di/TércntielIes , l'expressioa de la A\t£é- 
rence d'un ordre quelconque n , pour un accroissement £ de It 
variable, la seconde des équations *(i5) , lilerée à la puissance n^ 
donnerait immédiatement 

a;=(.p_,)", 

et , en multipliant par fx 

(19) A%x = (e* — i)%jr , 

où il n'y a plus qu'i développer l'échelle du second membre et î 
inultiptier par fx chaque terme du développement; ou aurait de la 
même manière , en changeant le signe de n 

(20) Xfx = A «X = («^— I ) ". PS. 

8. Les deux exemples que nous venons de donner ne ^ont qu« 
des résultats , pour ainsi dire immédiats , des relations de détinition 
entre les échelles de différentiation ; et l'on en tirerait aisément 
beaucoup d'autres tbéorèotes également remarquables. On en peut 
aussi déduire an grand nombre de la remarque que nous avons faite 
au n,* 5 , que toute équation entre des constantes pouvait être consi-- 
dérée comme une équation à échelles qui, étant multipliée par px, 
fournissait des formules et des vérités nouvelles. Je me contenterai 
d'en donner deux exemples , tirés d'un ouvrage inédit .de 6u moa 
frère , qui a pour objet ce genre d'application du calcul des échelles 
qu'il a très étendu , sans avoir connu la démonstration de H légitimité 
.de ces opérations.' 

g. On trouve dans les Opuscula analyiica «TEuIer , tome i.*',' 
page 1 73 , cette formule 
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(21) — «rsrSm.-— — Sin.3-+ ~ Sin.5«— — Sîn.7-H- ■ ■• • 

£n la mettant soas la forme expoDentielle , elle devient 

Soit •y^^=3 ; à cause de « =E, en aura 

^P=(E'-E-)-^(E'-E-0+^(E'-E-) î 

OH, en multipliant par çs ^ et effectuant les opérations iadiquëes par 
les caractéristiques £ , 

Si, 1.* on fait px=Xf on obtient la formule de Leibnllz , 

Si, 3.* on fait f jr= — , on trouve, eo divisant par 2, 

^^ ' 4 "x' «>— I 3 •«>— 3»'' • T * *»— 5» 7 '«»— 7» "*"'"• 
ou bien , en faisant — :=— a , 

• III II II j^ 

(a4) j -"^ r * i-Ht-fl"*" 5 ■ 1+5»^ ~ 7 * »+7*« ""** 
oli la quantité a demeure absolument arbitraire. SI l'on fait a^o, 
on retrouve la série de Leibnitz. 
Si , 3.* on fait ff ^IfOg.« , on aura 

(-) 7 •r=^KS)-FwC^3)+f.wCS)-- 

En faisant — =:a\/^t, et divisant pars, on obtient 
(a6) j a= Arc (Tang. ^û) — ^^ Arc(Taog. = 3a)+-^ Arc.(Tang.= Sa)— s..-: 
on voit , par cet exemple , avec quelle facilité on déduit les fof-- 
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mules (aS), (24) > (aS), (36) de l'ëquatîon (22), conaidMe commo 
une équation k échelles. 

10> Noas_prendrons , pour second exemple, la formule 

'■ =G>s.>— aCos.s«+a'Cos.3«— ^*Cos.4«+.>.* ; 

qu'on trouTe dans les Maihémaiîcal mémoirs à% Landen^tome i.*', 
page 106. Étant débarrassée du dénominateur > elle dericnt 

(37} a4-Coi.«==:(i+a<iCos.«-f-d*)CC(».«— aCoaa<>-|4*C(>«3«— alCos4«-fw). 
Faisons d'abord a—'Er; en multipliant par fx, nous auron» 
f(->^t)+**Cos.-= 
[**+2f(j>+- {)Co3.*+f(*4-a|)]Cos, m 
I —[♦(«+ {)+a»(jH-aj)Co3.-|-*(jH-3!)]Co«.a- 
H-[*(j+2îl+3K*+3{)Cos.H-#;jH-4t JC0S.3* 
— [f(^H-34>+-3<*+4«)Coa.-+*(jH-5{)]Cos.4- 



<28) 



Soient sncceasÎTement fx=^iaje «t ^=Cos.:r ; l'^aation prëc^enfe 
donnera , en obserrant qu'on a Sin.[«+n{]'+-Sin.[j-|-(B+2)(]=: 2Sin. 
[*-K)>+i)l]Cos.{ et Co».[i+»{]-(-Co».[ii>K»+2)l] = aCos.[j:-f; 
(n+Of]Cos.( , 

{29) ; S!n.i+;.^— ^j^=Sin.(jH-|)Co>.«— S'in.(*+2|)Cosj»4-Sin.(a>4-3|)Coj.î» 



<3o) fCoJj— i-g- ^^J =Co».(j+i)Co8..— G».(j+2{)Cos.aii+Coa.(j+3t)Co».3«— -^ 



Si , dans ces denx équations , on fait x^o et |^<*t elles deriendront 

(3i) ;Tang..=Sin.a.— Sin.4,W-Sin.6«— $in.8<+— - 

(33) i=»Cos.'.-Co8.'a.+Ck)s.'3«-.Co«.4^ 

Soit, en second lien, tf=:(d, dans l'équation (27); en la mul-s 
jÉpliant par f;F , on obtient 
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(M+2t3fjCos.«+|'3'»j;)Co!. . 

j -(s 3 «4-=ï''''»^C0S.»4-i'3'»4r)C0S.2. 

j-(.(j'3'fjr+a!'P'MCos.»f(t3'fj)Cos,3. 



(33) 



Soit fx = S\a.x, «t qu'on égale sëparémeiit à zéro ce qui est a£Eecti 
de Sin^ et de Cos^ , on aura les deux équations 
(34) Cos.«=(i— r)(Cos.«— rCos.3«+ï*Cos.5— («C0S.7M-....) 

4-3S'Cos..^Cos.2i— |'Cos.4«+|'Cos.6— î*Cos.8»+....); 
' (35) " i=2Cûs.<Ct>s.«— (»Coi.3-+i*€o3.5«— {«Cos.7-*-....) 
— ( 1 — {*}(Cos.2ii— (»Cos.4*+-î*Cos.6«— e*Co3.8-+"")' 
Si , dans ces équations ; on fait (=1 , ' elles donnent 

(36) ■ f=aCoa.3-— Cos.4*-Kos.6»— C03.8H-. 

(37) . . . ;Sec.«^Cos.«'^-Cos^«^Cos>5«— Cds.7m^-.,.». . 
En mettant, dans l'équation (36), *. à laplace de 2*. elle deviMA 

(38) 7=Coa.— Co8.3t«+Cos.3»— G0S.4— I-....- 

Ces deux demièri» équations, comparées aux équations (3i) et (3-2), 
donnent lieu à des rapprochemens remarquables. 

II. Les deux exemples que je viens de donner snffisrat poor 
faire connaître l'esprit de la méthode, et les avantages qu'elle pré- 
sente , pour parvenir , avec une singulière facilité , à des résultats 
qu'on ' n'obtiendrait souvent que d'une manière pénible par les voies 
ordinaires. Je vais indiquer maintenant une application d'une autre 
nature de la méthode de détacher les échelles. Elle faisait le sujet 
d_'un mémoire sur Vlnlégrasion i/es équations linéaires à âoefficiens 
constans , que j'avais présenté 1 l'institut en l'-an XI , mais que j'aî 
fait retirer, parce qu'alors je n'étais pas encore en état de justifier 
W légitimité de la méthode, autrement que par l'exactitude de ies 
résuluts. 
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12. Sî l'on snppose que l'équatioa (i) soît rësolue tt mise sous 
la iqrme y^fx t'i\ est érident qu'on pourra lui appliquer les niëinea 
raisonneinens que nous avons faits sur l'équation (i)j pourvu que 
l'échelle qui aiTecte l'un des membres soît équivalente à celle qui 
affecte l'autre. Il est encore évident qu'pn ne changera pas la relation 
entre s et y i en faisant , sur chacune de ces deux échelles iden- 
tiques, des opérations équivalentes ( sans cependant introduire de 
variables ) et que ces échelles y en elles-mêmes, sont entièrement 
arbitraires. Mais , s'il arrive que , par suite des opérations indiquées 
. par l'échelle , le second membre , qui est une fonction explicite 
de X , disparaisse ; alors l'échelle du premier membre cesse d'être 
airbitraire , et elle détermine la forme de la fonction y ou ?j. IL 
est évident que, dans ce cas, on ne peut plus faire, sur l'échelle. 
qui affecte y ou le premier membre, des opérations quelconques, 
mais seulement des transformations qui ne changent pas les relations 
entre les différentes parties de l'échelle , et qui n'y en introduisent 
point de nouvelles. Ainsi, si l'on a (à — a)y^=:Q — a)^, on peut 
fair» Q—a-^h)y = Q — a—è)9X, tant que le second membre suIh- 
sîstejmais, a\(a — a)px^o, il n'est plus permis de faire (? — a — B)y:^oi 
on a alors nécessairement (ff—^')y^^Oi et cette équation n'exprime 
plus , à proprement parler , qu'une relation entre les échelles i de 

aorte qu'on a d— a=ro , et non y— o; et cette relation g g ;o 

détermine la forme de ^ ou ^, ainsi que non* allons le voir. 
L'éqtiation 

(3g) 9fr— jf*=o 

donne, en détachant-les À:helles , 9sa , et par conspuent r =tf « 
0n, d'après l'équation (i4) » 

(4o) E=C- ; 

d*oè l'on tire 

(40 £'=«• ou i=e*.E-*j 

multipliant cette derotère par ^, on e 
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il donc s^k ; on aura 

^k=e^. 9[k~l)-(^. P{o)=C . e^ ; 
donc enfin 

(43) fx=C.ir'i 

C ëunt une constante arbitraire qui > d'après notre méthode , est I« 
râleur initiale de fx. 

On voit , d'après cela , comment la forme de la foncticn dépend 
de celle de l'ëchelle , et comment celle-ci sert k déterminer l'autre. 

t3. Cette méthode d'intégratien est générale pour toutes les équa- 
tions linéaires aux difFérentielles ou aux différences du premier ordre , 
i coeHiciens constans. £lle consiste, comme l'on voitj i,^ à détacher 
l'échelle de l'équation proposée ; 2.* à ramener cette échelle k celle 
£ de l'état varié, au moyen des équations de définition (i4)) ('5} 
et (16) ; 3." k dégager £ et À élever les deux memtircs k une mémo 
puissance arbitraire k ; 4-* ^ diviser les deux membres p» £' , pour 
avoir l'unité dans le premier membre ; 5.* i multiplier les deux 
membres par la fonction détachée fx,tl k eiFectuer les opérations 
indiquées par l'échelle; 6." enfin à faire x=it. Quelques exemple* 
Tont éclaircir celte marche. 

i4> Soit i intégrer l'équation aux différences 

(44) ^^fx—apx^o ; 

en dé'.achant les échelle» , on a 

(45) A|— 0=0 ou E* — I— û=:o ,- 

d'oi!i l'on tire 

E«(iH-oJ el E*=Ci+«)ï ï 
donc 

» ■ 

i=:(i-|-<»)r.E"* ; " ■ • 

el t en multipliant par la fonction détachée Px ; 
k « 

te={iH-flJ.E-'f«=(i-|-o)t*;*-A) i 
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a 

donc enfin 

«6) »x=C(i+o)8. 

i5. Soit encore à intégrer l'ëquation aux diiTérences mélëes 
(4?) Efx—aJfx—Hx:=o. 

Son équation à échelles est 

(48) E—ûd—h—o ott £— âLog.E— 3=0. 
Il s'agirait de tirer de cette équation ta valeur de E ^ ce qui ne 
peut s'exécuter que par les séries* Soit * cette valeur / ou aura 

£=« et £^=«* ; 

et par conséquent 

i = ^E-» , ' 

et y en multipliant par Ta fonction détacha , 

d'oi^j en supposant a=k ^ 

donc oifin 

«9) »jr=C.' , 

■ étant déterbiné par l'équaUoB 

(5o) •— «Log.«-.-i=o. 

Le système des équations (4g) et (5o) ' est donc l'intégrale de la 
proposée'. 

Ces deux exeOiples font assez eoniMÎtre la marche et l'uniformité 

de cette méthode d'intégration , pour les équations linéaire du premier 

ordre. Passons actuellement ^',1 "intégration de celles des ordres supérieurs. 

16. St l'on a une équation linéaire , à coefEciens constans , telle 

que les suivantes : 

(5i) 3"f:r4-<ïi3"*'*aH-tf,o""*fj>-|-....-f-a,fjr=o, 

(5a) . A"*je+fl,A"~'f*-f'tfiA^'*j^'...-f-tf„fr»=o; 
Tom. UL 36 
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les «échelles dëtachées donnent 

(54) AJ+-2,A"^-'+'ï.Ap+....-i-a„=o . 

En supposant que les racines de ces deux équations , résolue* par 
rapport à d et à A, soleQt o. , «^ , a, ,••■•«„ , on pourra le* 
mettre sous la forme 

(3_.,X3 — )(9— ,)...:■ (3— ,)=o i 

(Aj—.XA|—.)(Aj— ,).... (Aj-„)=o , 
Ces deux équations sont satisfaites par les deux systèmes suirans 

(;— «,=0 , <7— «,^0 , (7— •, :^0 ,....(7— «^s^O f 

■ A, — «,=o , A,— «,=0 , A, — *,=o ,....A,— «„=o . 
£a multipliant ces équations parla fonction détachée , elles deviennent 

afX~M,pX = , dfX — m^fix=0 dpx — »„fx = o , 

A tx—m,px=o , A^jT— •,^r=o ,.... A ♦« — 0^fx=o j 

dont les întégraliis sont > d'après les n."* la et i4 t 
m,x «,« «J! 

9x=sc,e , fx^c^e , fx=c^e ; 

et , puisque les deux équations proposées sont linéaires » leurs inté- 
grales complettes seront les sommes de ces deux systèmes d'inté- 
grales particulières ; elles seront y par conséquent , 

(55) fx = Cie H-^,« "T^i* +....<:,* , 

(56) ♦««,(i-|-.;«-K,(i+-.)«+--<'.(iW- 
Notre méthode d'Intégration , pour les équations linéaires des ordres 
-flupërieurs, consiste donc ^ décomposer l'échelle en ses facteurs du 
premier degré , et à multiplier chacun de ces facteur» par la fonction 
détachée ; ce qui réduit l'Intégration de ces équations à celle d'autant 
d'équations linéaires du premier ordre qu'il y a de facteurs. 
J7. Four completter cette théorie , il nous faut examiner en par-^ 
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ticulîcr le cas où l'ëquatioD aux échelles a des racines ëgales. Dans 
ce cas , qui a toujours plus ou moins embarrassé les géomètres (*) , 
les mtëgrales cessent d'élre complettes ; et U faut , pour les rendre 
telles , recourir ^ une nouvelle considération. Jusqu'à présent , on a 
généralement employé celle de l'infini , qui est peu satisfaisante. Nous 
allons ta remplacer par une autre plus simple et plus rigou- 
reuse > et que , pour plus de clarté et de brièveté ^ nous appliquerons 
i un exemple. 

i8. Supposons que l'équation (53) ait trois racines égales «i=:«i=«,, 
en aura (9 — «,)*=o. On ne satisferait qu'imparfaitement à cette équa- 
tion , en supposant ^ — «,^o ; car il faut exprimet* que c'est (d — a,)^ 
qui est zéro, et non pas seulement {3— «,) ni (9— i,)'. Pour ex- 
primer cette circonstance , j'observe qu'on a 

,»-=,+(3-.,)+^(9-.,)-+ -ij(P-„)>+.,.. , 

dire donc que (?— «,)' = o , est la mâme chose que dé supposer 
l'équation suivante : 

,»-"=,+(3_.,)-t.K?— ,^ 

Soit actuellement t* tel qu'on ait €f=i+ft+{/^ i ce quv~$appose 
aussi ft^^o- on aura évidemment <7— •,=/•; donc E=:« ^e 
=« V =(i+^4-;m')^ 'jd'oiion Ure, par notre marc^ {vdinaire, ■ 

(58) fx=<<i+,*+^/.»)'.tf'''*. 

Or , i cause de ^'=o , on a (iH-i--f-7^')*=i+(/*+7/»*)— * 

+/**.— . jvaleur qu'on peut mettre sous la forme iH-^,jrH-/»,**i 

l'équation (58) devient alors . 

Cette intégrale satisfait à 

(6o) (5-.0V . 

indépendamment des relations qui existent entre f, et /»,. En eiFet , 

(*) \ojn le* pages 46 et i3g de ce volvme, .J.D,G,. 
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bien qae les ÎDtëgrales qu'on déduirait des équations (3— •,)=o et 
Q — «i)*=o ne soienlpas les inti^grales complettes de l'équalion (60) , 
elles doivent néanmoins y satisfaire , et en être des intégrales par- 
ticulières. Or , l'intégrale particulière tirée de (£'—",)=:o est ♦^'^îw ' , 
et celle tirée de () — •«,)»=o est, par le procédé même dont il est 

question , ^jr=*(i+^^xy ' , f' étant <«! que e =i +,••'; d«nc, puis- 
que la proposée est salisfalle , à la fols , par les équations 

•ix m,x 

m,x m,x «Ut 

Px^ ce -f-Cfixe H-r^,*** , 
il s'ensuit , en combinant les deux premières valeurs de ts , qa'elle 

est aossi satisfaite par fx=:Cf^xe , quelle que soit la nature de 
la constante cn', qui sort du calcul , comme facteur commun à tous 

les termes ; donc aussi fx=^C(tixe ' satisfait encore 1 la proposée , 
indépendamment de la valeur de la constante <:/•, ; donc enfin fxi= 

et»tX'e ' satisfera àusù la proposée, puisqu'elle est linéaire, indé- 
pmdamment de la valeur de la constante Cff On peut donc remplacer 
les deux constantes r^, et c/t^ par deux constantes arbitraires quel- 
conques Ct et f , , «t donner ainsi i rinlégr«lc de l'équation (60) la 
forme connue 

(61) fj=(f.+*,x-|-r,«')/' . 

On trouverait de même , pour un nombre i de racines égales , 

(62) »*=B:(c,4-f,J^-^-tf,x'+.,..-|-<:ix'-')/' ; 

et l'intégrale complette de l'équation (5i) deviendrait alors 

(63) ^jr=C<^,-Ki:r+-tf,«'4-..+ri.j:'"'>'''*+fi+,/*'"^' +...H-r„i; . 
Le principe , ainsi que le procédé de cette mélliode , sont entièrement 
les mêmes , quelle que soit la nature des échelles qui ont des facteurs 
égaux î ils ont , comme tout le reste de la méthode , le mérite de 
l'uniformité. 
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S-II- 
De la siparatîon des échelles ^ dans les /onctions à plusieurs fariahles, 

iq. Jusqu'à présent , noua n'avons applique la méthode de sdpara- 
tîon des échelles qu'Ji des fonctions d'une seule variable ; mais ît est 
ërident qu'en faisant sur F(j: ,y, z)=so les mêmes raisonnemens que 
BOUS avons faits sur Y(x > ^)=o > on arriverait aux mêmes conclu- 
sions t et qu'ainsi la légitimité de cette méthode , pour les fonctions 
\ plusieurs variables, se trouve aussi bien démontrée que pour les 
fonctions d'une seule variable. Nous nous contenterons donc d'établùt 
les notations et les principales relations de déBnitJon entre les échelles 
ou signes de diverses espèces de difFérentiatlons des fonctions à plusieurs 
TariableS ,. et nous donnerons quelques exemples d'application de la 
méthode. Pour plus de simplicité > nous ne considérerons que des 
fonctions de deux variables Indépendantes ; Il sera aisé ensuite d'étendre 
la méthode à des fonctions d'un plus grand nombre de variables. 

30. Soit une fonction de deux variables f(x , y) ; nous Indique- 
rons sa dlifërentielle totale par ? ; sa différentielle partielle , en ne 
faisant varier qoe j? , par o*-; sa diiFérentielle , Relative à U varia-. 
bilité de y , par d'' ; de sorte gu'on aura 

(64) 9?(« , r)=3 ' .<* , r)+5' ' f{x, y) , 

et , en détachant les échelles , 

(65) 9=a-+9-'. 

NooSl représenterons de même par £ et par A l'état varié' et h 
dlfiérencc totale , lorsque les accrolssemens de j: et de _^ seront chacua 
égal i 1 } ainsi nous aurons 

(66) ^{x+i ,^0=E*(:r, r>=Kx. ^)4-A#(;r, y)==./. pis, y) , 
et par conséquent , en détachant les échelles > 

(67) E=i4-A=«^ 

Nous indiquerons par E'' et par A'> l'état varié partiel et la dif- 
férence partielle , par rapport à x , lorsque cette variable devient 
*-hi ; et de même par E"*^ et par A** l'état varié partiel et la différence 
partielle , par rapport à ^ y lorsque y devient j^+i* Ainsi nous aurons 
Tom. m 37 
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(,8) a""=A">.a''=(E^-. )>••-.)"= ((.+a"')«— f|(,+A") •- i° = (.«»'•—)"(.•*■•-.)' ( 
(79) A"^= A"*. A'°=(e''- .)"(£•'— )"={(.+A;')i-, n(.+'^;;)--. f ^ (.*"- .)" («""-.f i 

(80) A^ =(E^-.r={(.+A;;)(.+A;";_.r(c.+A")f(,+A'')'_.r 

=(A|'+A|\e<')'°=(A''+a['.E")"=(.»"+*'-.)". 
(81) Ar'=s"=(E'--.)-"=(A;'+A''E«-)-"={A'+A;'.B-)-" 

=s^(.+ a;Vs|;.e«o~"= :r7(.+A'\ï|"_.E")-"= (/''-^ ■- .)-". 

Od d<kluit aussi des équations (72) et (73) 

3'' = Log.E''=Log.(.+A'')=-ÎLog.(i+A|>Log.(i+A|;)i , 

>' =Log.E''=Log<i+A'")= lLog.(i+A'')=Log.(i+A|'); , 
(83) 3=3'--f3.' =Logj;'.+LogJE''=Log<E''.E'')=LogJ:=Log^i+A'')+Log('+A'') 
■Log.((<+A''Xi+A'')î= i-Log.Ci+Aj')+.i.Log.(,+A||) = I/)S.!(i+Aj|)|(i+A''^);t. 

(84) 9"=(3''+3'-)" =3"'{.+^-.3")" = Tif+l'^y-r . 

(85) ^3-"^=(3''+.3'')-"=/"'>(.+f'.3'')~'"= /"(•+/' -S'')-". 

oi / indiqae l'opëralion ÎDTene de 9 ^ de «orte que f=?~ .Ha, 
avec le signe d'intëgrïtumOTdiniire^lenpport siÛTaot : -i *— /dx ^ 

/-> 

A3. Tontes ces ^nattons ia« sont que des relations de déGnîtion , entre 
les différentes échelles de dlfférentiation , ou des résultats qui en dértTen( 
immédiatemeKt. En les mulUplîant par f(jr , y)^ elles «Âcnt autant Ab 
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ihéorèmes gënëraux , plus ou moins remarquables. Les (équations (85) don- 
nent deux expressions en séries de l'intégrale d'un ordre quelconque d'une 
fonction h deux variables. En y faisant ffl=i , on a les deux séries 
de Jean Bernouilli. Les équations (81) donnent des séries analogues , 
pour les difFérences finies. Ou pourrait tirer de toutes ces équations 
une foule d'autres conséquences , en faisant sur chaque 'membre des 
opérations équivalentes ( sans y introduire des variables }, et- mul- 
tipliant les résultats par f(x,y)i on obtiendrait ainsi autant de 
ibéorèmes généraux qu'on voudrait. Nous nous contenterons , comme 
pour les fonctions d'une seule variable , d'en tirer une formule générale 
d'interpolation , pour les séries doubles. 

Par le même procédé qui nous a. donné l'équation (iS) , ou 
obtient 

(86) A^;=A;;;-.A;2=((-+-A;;)i'-.i".((.+A';;;-.)"i • 

et, en multipliant par p(jx,y) 

(87) A"'V^,r)=iC>+A|;)î— r.{(i+A;)î»-. î'-C^.r)- 

Au moyen de cette formule , on passé d'un système de différences » 
relatives i des accroissemeas { et • , ï un autre système de diiTé-'^ - 
rences , relatives k des accroissemens * et • ; ce qui d<»ine la solution 
la plus gtoérale de l'interpolation des séries doubles. 

23. Nous avons vu , au n.* 5 , qu'une formule quelconque , entre 
des quantités arbitraires, pouvait Être considérée comme une éqna- 
tlon à échelles , et nous avons fait voir , par deux exemples , qu'en 
multipliant ses deux membres par une fonction de ;r , on obtenait , 
avec beaucoup de facilité , des théorèmes , soit connus soit nouveauxa 
Nous pourrions faire des applications semblables , pour les fooctîonft 
i plusieurs rariables; mais, pour ne pas trop grossir ce mémoire, 
nous laisserons cet exercice au lecteur , et nous passerons do suite i. 
l'intégration des équations linéaires k plusieurs variables. 

Les 'principes et la marche de la méthode étant les mêmes 
dans ce cas que dans celui des équations linéaires 4 une seulp 
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Tariable , nous ne Tépëteroiu pas ce que nous •arons dit plus liaut ', 
sur ce sujet , et nous passerons de suite aux applications. 
24. Soit i intégrer l'ëqiution aux diiTérentielles partîellei ' 

(88) 3''H^,y)=a^''fi^,y)+h(s,x). 

En détachant les échelles , on a 

(89) 9''=a3"+i . 

ou bien Log.E''=aLog.E'^+*=Log^'"+Log.«»=Log.(**JE'-);doiMy 
E"=4f'.E'', «l par conséquent E*'=(î*'. E** , et ensuite i = ***.E"*'. 
E''*=tf*.E~*^. En multipliant par la fonction détachée f (*,/),■ 
on trouve 

Si l'on a j:=A > cette expreMÎon devient ' 

où y désigne une fonction arbitraire; on a donc, en général 

(90) .. . -_f(f ,r)=**'-Xr+^*). ■ 

Si l'on avait résolu l'équation aux échelles , par "rapport i E'' , 
au lieu de 1» nisondre par rapport ^ E'' , ou aurait trourépoor intégrait 

mais il est évident que cette intégrale ne diacre qu'en apparcnco 
de (90). . - 

35. Soit à îhlégrer, en second Heu , l'équation anx différeneet 
partielles 

(91) <*+i,r)=^K*»rf'')+*K**r)« 

-ou 

E >(3r,j')=oE'V*,j')-H<*,jr) j 
l'équation aux échelles sera 

(93) ' E*'=flE'*-M ,, ■ 

d'oiiontireE ':= (0£'''+^)(.dp4Tcoiiaéquent t=i(aE!''^J')l .£ ' 
donc en multipliant par la fonction , 
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=uU'i+|i4 -.E'"^r')+f ( i )-*c*-«>ï-='.E-<!-)- 

+7 C 7 )-*(*-4)«l"^>{*-* .H-c| ->))+■••• 

Si jr=i cette ^pression dcTieot 

K«.y)=»l/Cr+'j)+7*'>i''-/fr+Kj->){ 

donc eafio 

(93) »<*.r)="îyCH-'-7)+j«l"-/ïr+'(7-0} , 

k 
$i l'oA mit eommenetf le dëraloppemeRt de (a£'*+^)ïpaflf t^^ 
ne ^, OD aurait pbteno. 

(9« ♦(*- y)=>î,6-i-f *>l"",/(r+-) 
+ 7 ( fM-^-O*!" V(/+=.)4-.-. 

Ces deux 'intégrales ne coïncident qu'autant qa'elles se terminent; 
ce qui n'arrÎTe que dans deux cas : Savoir • i.' quand (ssj ; 2.* quand 
— est u» nombre entier positif. Hors ces deux cas , les deux inté- 

crales Toiit Jt l'infini , et dlflièrent entre elles eomme dftu« dërelop* 
pemens de la méo^e fonction' commencés par les deux extrëmitëa. 
,36. ^it enfin ^l'équation aux différences mêlées partielle* 

Pn.auri, en déUchant les échelles. 

' . . (96) Z^^MV'i .\ ^ 

<- ■■ ■ ' 
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' "s S 4 S S -4 

ee qui - donne £ '=a\i'S , et i=a{d'(E ; d'oil on tire j par notre 

procédé ordinaire 

' ■ (97) fO'.r1-<'i''lfy- 

si de l'ëclieUe (96^ on avait tiré la valeur de £<* y on aurait trouvé 

E*' . JE*. Ijf 

E'^ =«» et par suite E^ =eo ,. i=tf a E'~ ; ce qui donne , 
en multipliant par la fonction détachée 

= ,.+ iE«-+l(4);E?*'+i(|)"E'^+..„(,^-*) 

donc, ai ysk 

«t enfin 

(98) ' ♦(:r,r)=>+i^»+l)+7(7)/(«+M)+™- , 

Ces exemples suffisent poBr iadîgiûr Pesprit'de la méthode, dani 
l'intégration des équations linéaires du premier orJre i plusieurs Taria- 
liles. Passons ^ celle des équations linéaires à placeurs variables dont 
l'ordre est plus âeré. ' - 

37., liorsqua l'équation aux échelles d'une- éq^atiçM linéaire d'un 
ordre supérieur' 'est décomposable en facteurs du 'premier degré . 
chacun 'de ces facteurs, multiplié par la fonction détachée et égalé 
it séro , fournit une équation linéaire du premier etdre , qu'on întigre 
par le procédé que nous venons d'exposer ; et la somme de cet 
întégjrales particulières est l'inté^prale complelte^ de la proposée. Mats; 
lorsque ^helle n'est pas décomposable en facteurs du premier degré^, 
il faut «Toir Teconrs i la méthode 'd'approximation que nous allons 
exposer par an^exeitoiple. ,-,.;, 

j^* Soit l'équation aux ^dUBFérences partielle» 
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(99) At!:x,y)+Bi';'^i.r)+Ci':f(i,jr)+...+m\'P(i^) ' 

+ 

•( sappoMns qne soir ëqiiation aux ëchelles 
(loo) y/+i55"'H-Cii''+...,+JVi°- 

+AJ"+C,S''J"+. ...H-A^,il"-',».i 



M soît pas anxeptiMe Jilre JàiomposiSe en fàcUun do premier 
itgré I on pourra du moins en tirer , par la méthode du retour 
des suites , u»e valeur de i'» de cette forme 

(lOi) »''=".+/'>'+f,<l"H-t,a.'+.... . 

d'où Tota tirera' 

„■■ •i+<,8"+>'iJ' ■+«■"+ 

j.«._^C-r|-;l,5-+»,S»+/,S''+...)S 

=« +D.e .a> 4-lD^j, ''S'"^!d«^ ' .3' ^.,.„. J 
D ëtant Te signe de dërivation , et ne se rapportant qu'à «i. 
On tire de là , par notre procédé ordinaire , 

(loi) ♦(*,r)=«""/,j'+D./".y'y,H-7i>"./".i>''/.H-- 

eette expression peut se mettre sons la forme suiranle , au moren 
des échelles détachées 

(.o3) ♦(».r)=«''*'.'"'V>r.- 

^ D ne se rapporte qu'à «, , et a** à j*. 

CeM« 
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Cette Înt%rft1e n'est que particulière > mais on la complétera aisé-. 
ment , en considérant que », est une des racines de l'équation 

et que ^i , Vi » J*! «••■■ ^^ déduisent de s, y d'une manière simple 
et uniforme , par le calcul des dérivations ; d'où il est facile de 
conclure que, si •, , «1 , «^....isont les autres racines de l'^qùa- 
tîon (io4) , on aura , pour chacune d'elles , une autre râleur de 9'' ^ 
et une intëgrale particulière correspondante. ImI somme de toutes 
ces mtëgrales parliculières sera l'intégrale complète de la proposée , 
qu'au moyen' des échelles détachées, on peut mettre sous fa forme 
suivante : 

(io5) »;^,y)=«°*':{»"'V.r+«''V.r+«''VK>'+....+/"'/,ri-' 

Remarquons qu'il n'est pas nécessaire de supposer , pour oe qui 
précède , la résolution générale des équations. Comme 11 ne s'agît là 
que d'approximation , il sufEt que les râleurs de », , «, , «^ i*. • «« soient 
exprimées en séries ; ce qui cst_ toujours possible , soit par la méthode 
de M. Lagrange ( Mémoires de Berlin , 1 768 ) , soit par le n.' 285 
du Calcul des dérieationSf 

Dans tous les cas semblables , quelle .que soit la nature des échelles , 
la marche de la méthode est exactement la même ^ et n'a pas besoin 
de nouvelle explication. 

39. Notre méthode d'intégration est donc générale, et applteabls 
i tous les cas des équations linéaires ,it coellBciens constans; qu'elles 
soient aux différences ou aux différentielles , les unes et les autre» 
totales ou partielles , séparées on mêlées ; mais ce qu'elle a de par- 
ticulier , c'est son uniformité constante , pour toutes ces espèces 
différentes d'équalîon ; uniformité qu'elle ne doit qu'à la séparation 
des échelles , dont elle est une des applications les plus intéressantes. 
3o. Les deux genres d'applications que je viens de présenter de 
la méthode de- séparation des échelles , sufHsent pour donner une 
idée de son importance , et de son utilité dans diverses branches 
de l'analise. Nous avons lieu d'espérer, d'après cela, qu'on nOus 
Tom. III. 3â 
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saura quelque gr^ d'avoir démonlrë la l^gîtinrit^-de cçtte méthode ; 
en la déduisant des premiers principes du calcul. Ainsi , celte fameuM 
analogie epire les puissances et le» diiTëreoces , aperçue par Leibnitz , 
et devenue si féconde , entre les mains des premiers géomètres de 
nos jours , se trouve enfin , non seulement démontrée , mais pro- 
flieieusement étendue , et ramenée à une méthode de calcul rigou- 
reuse , débarrassée des entryves qu'y metuit le passage alternatif dct 
indices aux exposans, et des exposaos aux indices. 

3i. Non seulement ces entraves gênent le calculateur , en 
Vohligetnt de considérer les m^mes nombres , tantôt comme 
des exposans et tantôt comme des indices « mais elles ont 
encore tetardë les progrès de la méthode et , qui plus est » elles 
bnt iaduit en erreur des géomètres distingués , parce qu'ils n'ont pas 
saisi le Vrai moment auquel il fallait repasser des exposans aux in- 
dices. Nous citerons, pour preuve de cette assertion, le développement 
. fautif de S» Jf , donné par MM. de Lorgna et Prony , dans le S."" 
Tolume des Mémoires de T académie de Turin,, page 6,^2., et dans 
le 4-"* cahier du Journal de téeole polytechnique , page SSg. Ces 
auteurs donnent , pour le développement de cette intégrale aux 
différences finies 



(■°6) *''=,i^,+;5+ïï+;;5ïï)+- 



:+ .■.■•.... +: 



tandis que la véritable expression , déduite de l'équation aux échelles 

(107) s=A-»=(£-i)-'=£-'-h£-»+£-'4-.-. 

est 

(108) 2,j:=f(*— iH-K*— 2)+K*— 3)+ 

32* Cet exemple n'est pas le seul qu'on puisse citer. M. BrissoQ , 
dans son mémoire sur l'intégration des équations difFérentielles par- 
tielles , inséré dans le 14.°" cahier du Journal de l'école polytechnique , 
m propose , pages 199 et 300 , de donner le développement de d"» , 
suivant les puissances de A. A cet effet ^ il fait s^«V , et il obtient 
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il -ordonne cette série suivant les puissances de o , en lui donnant 
la forme 

911 X . n , . n* — b'_. ni , 

et il observe l'analogie qui existe entre les termes vl, .9 ^ ^,... eC 
Log.(i+i), {Log-ti-t-i) /', lLog.(i+i)l^,... D'après cette analogie, 
il introduit la caractéristique \, et représente t^A par ^(e*f)=A(u)^ 
d'où il déduit 

(m) Tu^u+1 xC»)+^x'(a)4";^x»+—. 

Voyons , d'apris la théorie des échelles détachées , ce que signifie 
cette caractéristique \, et si l'expression (m) est exacte. 
L'équation (109) peut être mise sous la forme 

(„2) 3".=9"{A)«'(.+3)%=.-./''«"+".,. 

En représentant Ijog.(i-f-(7) par d, , et déreloppaat cette dermire 
expression » on obtient 

(..3) ?'.=.".«°'v=.'(.+i3.H-^3>+^?;M-— ). 

I4otre 3i est donc ce que M. Brisson a Toula représenter par A ; 
mais il se trompe certainement , en enveloppant f' sous le signe K 
Four avoir le développement de à"a suivant les puissances de U 
caractéristique A ou ^, , il faut partir de son équation de définitioii' 

*,^I-og.(i+*),d'oà l'on tire î=e '— i , et par conséquent ^a' 

s:(« ' — 1) u; ce qui est bien différent de l'expression (m) , qui 

M réduit Jt ^ u '=«" ' .u.- La' valeur de î) « , que nous venons de 
trouver» ne donne plus le développement de cette quanlîië' a 
les puissances de n ; pour TobleDir, il'&ut la mettre sous la 



suivant 
formtt 



... nLog.ï . , 

« tf=:< .u -, ce qui domie 
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et fait voir que l'analogie que M. Brisson a cru entreToir entre ^^u 
et a'u est complète,- puisque le déTcloppement de ces deux expres- 
sions est le même , et ne diJTère qu'en ce que a- est ua symbole de 
quantité et 9 une caractéristique d'opération ..Maïs il y a celte différence, 
entre le développement (ti4) et celui de M. Brisson, que le pre- 
mier procède suivant les puissances de l^og^ , et le sien suivit' 
celles de LiOg.(^i-f-3) .' ^ 

Cet exemple fournit une nouvelle preuve des erreurs que peut 
faire commettre l'analogie entre les puissances et , les différences , 
lorsqu'on ne délacbe pas les échelles. 

33. M. Brisson a cru entrevoir aussi le germe d'un nouveau calcnl , 
dans sa caractéristique x , qui est notre P,. Feu mon frëre,' était 
depuis long-temps en possession de la théorie de ce calcul , qu'il a 
étendue i des calculs de la même espèce, d'ordres supérieurs. Toute 
cette ^éorie repose sur l'équatiçn: anx échelles P,=3Log.(i-f-P). La 
caractéristique 5, est i la caractéristique ^ ce que celle-ci est & A 
des différences finies; car, de môme qu'on a 5, = Log.( i -f-P) , on 
a aussi P=Log.(i-|-A). Ce nouveau calcul pourrait donc être appelé 
Calad différentiel dtf second ordre i il a évidemment son inverse , 
dont la caractéristique est ■l,=97',dewrte qa'ona 'K=iLog.(i +^î~*» 

■ Si l'on fait de même P»=Log.(i-i-9,) , 9, =Log.(i4-3»} .. .. » 
on aura les bases d'autant de nouveaux calculs différentiels , des' 

3"", 4"**» ordres. Yoici les relations de définition qiii lient 

ces différens calculs entre eux. - ' 

E=si+A, E, = i+9 , , E, = l+9, , E, = i+P, ,.... , : 

E=tf*, , E,=e*' , E.=:«^» , E, = «^ ..;.., 

A=**-i , 3=**'-i , 9.:=/.-i., 9.=/»-!,..,. ■ 

Metz, le 7 de septeqibre i8ii. : 
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MÉCjf NIQUE. 



Mémoire' sur lattraction des sphéroïdes elliptiques 
homogènes ; 

Par M. J. PuUîA , professeur d'astrpnpmiç àiracadémie de 
-■' ■ -' ' ' Turin; '• ■ ' 



1. j/ffU trouT«, dans le premier tolume dé U nouvelle édition de 
Ifi Jtféçapiçtiearui/ùiçue de M. :Lagt»^ .< pageS' ii3>~ii4^),'- 
l'ènoncë d'un procédé très-ingénieux , pour former U série qui. donné, 
l'attraction de» ellipsoïdes homogènes , sur ' les points extérieurs .à 
leur surface. J'ai remarqué que ce procédé peut être démontré, d'une, 
manière assez directe et simple , en transformant les coordonnées de 
la surface du corps allant , conformément k ce qui a été pratiqué 
p«r M. Y^rory , 3ans sAa exo*Uent mémoire' J sur' l'attraction de»' 
dKpsoldé» hoiQogènes. (*) 

■ 3. Soient s ; y , £ les coordonnées d'un p6int quelconque de 
r«lli{Moïde ; dJfisdAiil^dz l'élëtnent de sa masse ; et a , ^ , f le» ' 
coordonnée» du point attiré. En posant ' ' 

~' r ^^ '■■ -• 

■ ' ■ "3/ V (à— *)H-c*-:r)H-(c— «)"'^ * 

Ton sait qu'il suffît de connaître la Taleur de V , pour m cooclare 



(*} VojCK lei Traniottiont philosophiques , pour 1809 , on te Nauéeau hulltlÎA 
itt.scitat±A r pac.Ia toci^ philoTnatlgii» , \amb~ IUf-ni*-6s--,--S,e-«nnée", m*' 
.Tpnibre 181a, page.tjÇ. Yoj» «j^ 1« ot" 6^.^ même, ncueîl, pige.A^S. .' 
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par la simple diUf^rcntiatioti , les attractions parallèles aux axes. (*) 
Soient, pour plus de simplicité, 

r=[(fl— j)"+(*-^)"+(c— x)1]-i i X=ax+hy+cz 

d'où 

T=t(,r-+R')-:L!C]-i ; ' 
OU , en développant la valeur de 7* , 

2.4 
Maintenant, si l'on conçoit que l'on ait développé les radicaux 
qui entrent dans cette sërie , il est évident que l'on réduira la valeur 
da T k une suite de termes de la forme Ax'^.y'.z- , dans lesquels 

'^iSera une fonction vatlonnelle et -entière àt fltk-.e, — «Il auit 

*" - 
de U que, pour former la s^rie qui exprime la valeur de V , M. 
est nécessaire d'avoir une formule propre ï donner la valeur de 
Ilatégrale 

^ndue i tonte la masse de. rellIpseïde-'Or , U est cUir .qu'en 
plaçant l'origine des coordonnées au centre de L'etlipso'jde.i l'on aura. 
J'x'".y''.z'.dM^=^p , toutes les fols que l'un des exposans m , n , l sera 
impair, puisque les mêmes élëniens s'y troliveront, avec des Mgnea' 
contraires. Donc , il faudra commonoer. pat- suppomei;,. dans la valeur 
précédente de T, tous les termes multipliés par des puissance* im- 
paires de X; et 11 faudra ensuite, paflr thème- kiison , rejeter do 
développement des puissances paires de X tous les termes non compris 
dans la fortiie A.x*^^y*"^*K En désignant par JV'» , A''*^^'*,.;.. 
ce_que_devîemien^ar_]à le9.y4leutS.,de.i'.*.A* ».if-, — .*; oaaura.^- 
dans le cas présent, , ^ .,..!.' ;•; 

f^i y^p^ U .SCéâanigua «^/«tt^-itoine 1, 'j^^o* i3d, et tàndll i' page i3. ' 
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3. Cela pose , cherttoiîs une formule propre à dooner la râleur 
de l'intégrale 

étendue ^ la masse entière de l'ellipsoïde. 

En-intégràntd'abord-, depuis*™-*^' jusqu'à *=+«', il TÎepdra 
„ a .. ,2IR-Hi an a/ , , 

- '^=— ;^#'*^ •>■ ••= '^^T- 

Les valeurs de x* , ft ' t V" cntrtnt dans cette intégrale , doirent 
£tre considérées comme appartenant k la surface de l'ellipsoïde ; en 
conséquence, elles 'sont liées entre elles, par l'ëquation 

f ^ À'» ^ f» * 

S, i' r 1t" désignant les demi-dîaroitres principaux de l'ellipioîde. U eat 
évident que l'on rend cette équation identique » en posant 
^=ASin.i i j-=A''Go3.*Sin.f j z=A//Co«.»Cos.^ » (*) 

L'on pourra donc introduire les variables « et 9, à la place dc« 
Tariables y et 2 > en prenant , conformément an principe connu , 

dydz=— A'A''Sin.#Co3.i.dfd# ; (**) 

d'où résulte, en substituant 

p^^-k "»+'.4'"+'^»^'.^m.."^.Cc»,."+^+-.Sm.,*.C<». f M,. 
am-+-i 

Foar 'peu que l'on examine maintenant la forme des expressions 
des variables :t/ ^ y > z . en l et 9 , l'on comprendra sans peine 
qu'en intégrant , d'abord depuis f^^o jusqu'à '^=200', et ensuite 

(*) C'est principalement sur ceue transformation que repose le beau trarail 
de M. YV017. 

C*) VojcB le Traitl iu tt^ad âtffinntitî et àa aïeul intigral de M. Lactoiz i 
tome II , page aoS , a.* 5a8. _ ■ - - 
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depuis *=o jusqu'à *=ioo* , l'on obtiendra la valeur àt /Tf,!*". 
y*'.z*KAxày^z relative V la moitié aBtérieiire de l'ellipsoïde , et qu'en 
conséquence il suffira de doubler le résultat obtenu entre ces liviites- 
pour que l'intégrale proposée soit étendue à la masse entière du corps. ■ 
Commençons l'intégration, par rapport à *. 11 est facile de prouver 
que l'on a en gc^néral 

/d^.Sin^^.Cos.^- =f^^^^\n/" ' ^-Gos.» ~'+r;j^/d#^in.9""'*"*.Cos.f"*~*î 

mais, en intégrant depuis »=io justfu'S f=3bo' , le premier terme 
de cette intégrale devient toujours nul ; donc l'on aura , en, conti- 
nuant cette transformation , 

/dfr.Sin.* .Cos.f =— r^--37,'*-X-^--^-r-7— /3*Sîn.^^^î 
■^ an+i an+i an+5 an+a/— i ' ^ * 

Or, par les formules "connues ; on trouve , entre les mêmes limites , 

ya^Siny''+''^-^-^^--^^"+'^-'^ , 

•^ a4.l3.8....{3n+;./l * 

en nommant «- Te rapport de la circonférence au diamètre. 
Donc. 

' /df. Sm.f ' . Cos.# =- — -■ ■ ' . — : : , . 

■' Can+i)(;wi4-i)....{an+i/— , 3.4 ..-ta'.+a/) * 

OU bien , en réduisant , ^ 

(il/a*Sm.*. .Cos.f = < ; — .» 

Pour eJTectuer rùltëgration-p^r rapport à'i, rem^rtjuons que l'oa 
», en général , ' 



/dï.Sin.l .Cos.« '^^ — 



ajn+2if-tTa/-Hi 

- /di.Sin.i__;. C S. I ; 



am+2n +3^4-3 " 

mais, entre les limites l=:6, '=100°, le preiVjcr tirme Ju second 
membre de cette équation devient toujaursopl^ dune l'on aura, en 
coatlauant cette tranâformalion , 

/ 
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„ .. am+» >.„ ,«>+J+> ("»-!■■)('"— ■ — „_^ :>i>+al+t 



or , par 



partant 



les fonnnles connues, on trouve, entre les mêmes luDÏtos, 

ya..c..-+''+'= !f Tf^ : 

•' 3.5.7 (an+aH-i) 



Bla doublant le produit des formules (i) et (3) , et posant 

Ton obtient enfin 
m. y^am 3» a/ j„__ ['-3''-(^— '>Ki-3.5...<a«— i)][t.3.5...(a/~01 an ^^Z/a^ 
\ J y •J' • • 5.7.9.,..(3ni+3n+2/+3) 

Ce beau thëorime est dû à M. Lagrange. ('*) 

4> Reprenons actuellement la valeur de T donnée par la série (A), 
et remarquons qu'en conséquence du théorème renfermé dans la 
formule (B) , la valeur de F=/TdM sera exprimée par une suite 
de la forme 

oi ^f A'^.... représentent des fonctions rationnelles et entièseis de 

û, B , e , ^ . Or , il est démontré que — doit ttinjourS £tre une 

fonction des excentricités de l'ellipsoïde (**), donc il doit nécessaire- 
ment exister « entre les coefiiciens A , A'; A",.*., des rapports 

Kels qu'ils réduiront la valeur précédente de — à cette forme: 

OVojez IttMémoirei Je r académie JtJBtrlin f années >f93|eti793, page 363. 
C*} Vfijrcs biSUtani^ eiUtte. . , 
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- =B(i"-i')''('i"'-*')'+-B';*"— *■)''(*"'— *■)''+ 

11 suit de là que l'iiquation 

B(itn—k-yi/i"-—/i-y+s'{/i"—k'y\k'"-k'y+ 

=^/i*".4'".4""+/<'4'"'.4""'.i""'+ 

tfoit iire identiquement vraie. Cette identité ne cesse pas de subsister; 
en faisant 4=:o . dans les deux membres de l'équation } ainsi , l'on auia 

(C) Bk'"'^k"''' +B'k''''. *"^' +..=^,i'".*"°'+-/„*'""'. k"-"'+... i 

CD nommant ji/ > -^/z , A,// y..., les coeHîciens des termes qui, 
dans le second membre de l'ëquation précédente , sont indépendans 
■ de Â. La formule (B) nous fait \oîr que , pour obtenir les termes 
qui, dans la valeur de V^ sont Indépéndans de k, il suffît de poser 
â:=o , dans ta valeur de 3', donnée par la série (/^ Il est ëvident 
.que , par be moyen , cette série revient i celle que l'oo obUendraît 
.en développant le radical 



y/ai_j_i»-^H:»— 2*y— ac«+j-'4-«' * 



suivant les puissances de ^ et z ^ en conservant seulement Hs termes 
de la forme H.y*'^.z*'. L'intégrale d'un tel terjne -estf oa vertu de 
la formule (B) ,, 

5.7.9...,(ani+an+3) . ' . ' \ ' 

et, d'après Téquation (C), s! l'on change, dan» ce résultat , ft^ «t 
A"' respectivement en A'* — A' et A'"— A:» , la fonction 

[ ■3 _ 5. ,:^-0n.3.5....C^-01 -^ y 
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appartiendra au développement de lit valeur de F, C'est ep cela que 
consiste le prociidé enseigné par M. Lagraage. 

Turin, le 3 janvier i8i3. 



ANALISE. 

Mémoire sur les fractions rationnelles ; 

i 
Par M. DE Stainville, répétiteur adjoint \ l'école 
impëriale polytechnique. 



Yjk dàsompositton des fractions rationnelles , qui se présente si souvent 
dans la théorie des suites , «i dans le calcul intégral , a été présentée^ 
par les analistes , de plusieurs manières diverses. En particulier on 
y a appliqué le caleut tïiiFéreiitiel ; mais cette application ne me 
parait pas avoir été présentée sous le point de vue le plus simple 
et le plus lumineux ; et c'est ce qui me détermine à y revenir ici. 

Je considérerai succecsivement , dans ce mémoire , trais sortes de 
fractions rationnelles, savoir i.** celles dont le dénominateur a tous 
ses facteurs inégaux ; 3.° celles dont le dénominateur a tous ses 
facteurs égajjx; 3.* celles dont le dénominateur 'a «es faptqfu^ien 
partie égaux et en partie inégaux. 

^x . . 

I. Soit, en sénéral, — une fraction rationnelle irréductible dontle 

dénominateur f :r, d'un dog^é plus élevé que le numérateur, soit le produit 
des facteurs inégaux x-^a^ x-r^ ^ ar-ïrf^J...; en désignant par Â^ 
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B , C , .... les numérateurs des fractions partielles qoi dolrent respec- 
tivement avoir ces facteurs pour dénominateurs ; on aura 

d'où on conclura y en chassant les dénominateurs , et se rappelant 
que ^x={x^a){x—è){x—c) 



•i'xz:^A{x-h){x-c).. 
'^Bix—aXx—c).. 

+ 



Cette ^uatioQ Jtant identique , elle devra subsister encore , en y 
mettant successivement pour s les qa antîtés a , 3 , c ,....; observant 
4onc que chacune de ces substitutions fait disparaître tous les tenues 
du second membre , excepté un seul , il viendra 






if an autre côté , en diiférentlant l'équation identique 

fj:=(j:— tfX*— ^)C*"~*) » 

•A obtient cette autre ëquation identique 

f'xts(x—^)(x~c) . . . . ; 

+(*— «X*— 
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+ .:...■. ; 

laquelle i «n y mettant successÎTement pour jr les seconds termes 
ff f è t f I • • • * I doone 

ffa = (a— iX<»— *) 

^i=(i— «Xi— r)....-. . 



JÈlivisant donc , par chacane de ces dettiières , les ëqutden» corrcs* 
ttondaDt» du- précédeot groupe ^ il Viendra 

fa ' . f* *. fe~' *"" 

Ainsi , aï l'on forme une fraction dont le numérateur soit le même 
que celui de la fraction proposée , et dont le dénominateur soit la fonction 
prime de son dénominateur; en substituant supcessiToment pour j^dans 
celte fraction , les seconds termes des dénominateurs des fractions 
partielles, pris arec deA signescontrairiBS^oD obtiendra les numérateursde 

Soit, par ex«m[^c. la fraction 
ces mêmes fractions. 

«J — (w'+i 1*— 6 ~ (a— 1)(*— a)(« — 3> ' 
le numëratetir ^ divisé par la fonction prime du dénominateur, donnera 

, &«)»— 2»»+l8 

«w y faisant snceessÎTement «= t , 3, 3> on obtiendra ^ =si » ^s^» 
;^3 i de sorte qu'on aara- 
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fa— aaj^-fc-ilî .^. I ^.^ 3_ 

a:^— tjj:=-f-iia:— G a:— i ;c— a * — i" 

On Tolt par U que , dans le cas particulier où. le numérateur de. 
la fracùon proposée se trouverait être la fonction prime de son ddtionii— 
nateur , les numérateurs des fractions partielles se Irouveraîent tous 
égaux k l'unité , comme ii résulte d'ailleurs da la théorie des dlHé- 
reotielles logarîllimiqueç. 

+* . - - 
II. Soit encore — une fraction rationnelle irréductible , dont le 
** _ ' 

dénominateur soit d'un degré plus élevé que le numérateur ; mais 

supposonsi que ce dénomiaaUur.soil !« produit de- m faclears égaux 

à x—a , en sorte qu'oo ait fx:=(a> — a'f ; on. pourra «lors écrire 

l'équation identique 

En développanl le serbnd membre de cette équation , par la sérù 
4e Ttiyior , on obtiendra 



(»— »/lT-' 



D'oi^ l'on voit que le numérateur d'une fraction partielle quelconque 
s'obtiendra y en forcoiint une dérivée du numérateur de la fraction ' 
proposée dont l'ordre soit 'la di/Térem'e entre l'exposant du dénomi- 
i^ateur -jje. la même fraclioa proposée jel ^'exposant du dénominateur 
de la fraction partielle dont 11 s'agit , en 'divisant ensuite cette 
fonction dérivée par le produjt;d'autanT des premiers nombres naturels 
qu'il y a d'unités dans le nombï-e qui indique son ordre de dérivation, 
et en y mettent cuBu pot^r te le sepond terme d^u binâme x-r-4f* 
Soit, par exempte , la fraction ^' ^ _ ■ _ 
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xi-^dx'+ix—i 



Le numérateur et ses. dérivées succesitTcs j divisées respectiTeinent 
par I et a , sont 

3x'~4x+2 ., . - €*+4 , 3 ; 

en j faisant s=s i y il vient 

■;':■'. ' ^ •» '■^'; >--.-;■■ '^ 

et on a consë^uemment 

3»»— 4H-a_ ■ , a 5^ 



(*-i)? ■(*— 0* (*— ï)* ff— » 



dénominateur , d'un degré plus él'evé que son' numérateur , n'ait 
ni tous ses factetrrs égaux nî ' tous 'ses fackurs inégaux. Soit 
f;r= (t — a)''*îx ; la fonction fx pouvant renfermer ou . ne point 
renfermer du facteurs égaux » mais n'en renfermant aucun qui ' soit 

i^\.^ jct^, Soit posé' - , 



6i l'bh poUTBÎt i)ëtit!ttniner les fônctieas F^t «t -^ , l« >pcd>liiBe 
qut nous occupe' 'pourrait être 'considéré- caniilie.téetdayfiuûqus la 
décomposition de la première fraction du second membre se rappor-- 
ter^t' au -^econd-eu-^itfl nous avons traité,' ^ q'ud-lft djcfflo^silioa 
de l'autre se reporterait suit au premier soit au cas présent , suivant 
que les facteurs de fx seraient ou ne seraient pas touA- )Mga<Oc. 
Au Ueu de déterminer îaunédlâtkmenl^ Fjt , il serait préférable de 
.cLercber d'abord F« , "S'a ,' T"al,. . .} car , outre qu'il serait facile 
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d'en déduire Tx , ainsi que nous le reirons lout-à-1'heure , la 
décomposition de la première fraction du second membre »e trouverait 
ainsi exécutée. 

Si , dans notre équation > on chasse ]es dénominateurs ; et , qu'apris 
avoir changé s en a-f-/ > ^i^ développe par la série de Taylor , 
il Tiendra 

^^Z.^a-\-^^'a-h = 

■' > 1.3 

d'oà , en comparant les puissances semblables de y 
. * m~faF a , . 

^tf=ftfF'fl+ fûFa , . ' 

^'tf=f<ïF"'tf+aPflF'*-i-f"(ïF* î 
«t, en général 



poQrrn que n soit moindre que m. Or , comme '^jr et Jx aoai 

connus, on aura facilement 4'j, "^f'a , '^" , fa, f'«, T^tf.....; 

•D n'aura donc d'iocoDaueft* dans les équatios» ci-dessus , quo F#^ 
iF'0 , F'V»....* qu'elles serviront & déternuper. Il viendra alors ," 

F»=F(«+(*-<i)î=F«+^F'<, + 2^F"i^t:....} ■ 



i«-«)" 
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Soit proposée, pour exemple p la fraction 



+*=^'—9ir'+383*t—787*'+89i»'— 5761+192 , 

tx=(x—,)\x-=.)Xx-3Xz-4) . 
a— I 

tx=(x—iyXx—3)(s—4)=x'-.i i*'-|-44i'-76;r+48 ; 
donc 

+'i=54*>— ■47o:r<+i5323;'— a36i:«'+i 78a»-576 ,■ 
+"*=27o»'— i88o»'-t^4596»"— 473XH-1783 , 
I'x=iii>—33i-+6Sx—y6 , 
t''x=i2x-—66x+SS , 
et par conniquent 

+<j=i8 , +'a=— îj , i^"a=46 , 
fa= 6 , Pa=_i7 , p/a=34 j 
done 

i8=6F « , 
— 39=6F'«— i7F« , 

46=6F"a— 34F'H-34F,i j 
et de U 

Fa=3 , F/flsa , F"(7=a. 
Donc 

■ Fjr=3+î(*_i)+(ar-l)-=:r-+2 ; 
faF*=3;'— ni>+46x»-98i'+i36:t'— i52;r+9G , 
+*— £rF»=8:r'— 83»'+337:p'— 689«'+755i-— 4j4jc-(-96 , 



ïiOT. ///. 



4o 
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*«= 




1^=-- 


-594r"+l36j:- 


-96 i 


donc 


enfin 
















+* 
çx 


3 


- + 


^.^7. 


8il- 


-a).(i— 3)(jr— 4) 



On décomposera la dernière fraction , en lui appliquant le même 
procède. 



GEOMETRIE ANALITIQUE. 

Démonstration anal/tique des théorèmes qui servant de 
fondement à la doctrine des Centres des moyennes 
distances ; 

Par M. R.OCHAT , professeur de navigation à St-Brieux. 



§. I. 

OoiENT des points , en nombre quelconque , situas d'une manière 
quelconque dans l'espace , et dot^t les masses soient respectivement 

m^ , m'', m'", ; supposons-les invariablement llds entre eux; 

rapportons - les à trois plans coordonnes ; et MÎent alors leurs 
coordonnées respectives x' , y' , z' ; x" , y" , z" ; x'" , y'" ^ *'";•• • 

Soit prise une nouvelle origine dont les coordonnées soient x ^y, z i 
en conservant d'ailleurs la direction des plans coordonnes primitifs. 
Les nouvelles coordonnées des points du système seront respective- 
ment x'—s , y* — y , z' — z ; x"—x , y" — y , zf'—z; x"'—s ^ 
y'"~^, zf"—z\ 

Supposons que les coordonnées x^ y, z, de la nouvelle origine 
toient indéterminées , et cherchons à les déterminer de manière que 
-les somiQss des produits respectifs des masses du système par leun 
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distances à chacun des nouveaux plant coordonnés soient séparément 
nulles ; ces conditions fourniront les trois équations 

m'(x/— «)+i7i"Ç;t"— x)+/n/^/C;rW— :r)+ =0 . 

m'{z'-x )+m"(i" ^zy\-m'" {z'"—z)-\- =0 ; 

en transposant et faisant , en général , pour abréger , i'+A^'-f-i''" 
-f- ^=X(k')j ces équations deviendront 

ï;m'y) = *ï(mO . ÏX^O =rS(mO , ï(m'zO='ZS(mO ; (i)r 

équations qai déterminent x , y , z. 

Ainsi , ta nouvelle nouvelle origine , qui se trouve absolumftnl 
déterminée par ces conditions « jouit de cette propriété que la somme 
des produits respectifs des masses du système par leurs distances 
à chacun :des plans coordonnés primitifs , est égale au produit de 
ta somme de ces masses par ta d'istance de cette nouvelle origin« 
au mime plan. 

Et y comme les plans coordonnés primitifs bont quelconques ^ par 
rapport au système, on peut établir la proposition suivante: 

Dans tout système de points matériels , il y a toujours un point , 
différent > en général , des points du système , dont la propriété carac- 
téristique consiste en ce que le produit de la somme des masses du " 
système par la dislance de ce point à un plan quelconque , est 
égal ji la somme des produits de ces masses par leurs distance* 
respectives i ce même plan. Et , si un point jouit de cette propriété, 
par rapport ^ trois plans déterminés , non parallèles , il en jouira 
par rapport à tout autre plan quelconque , et sera coDséquenunenI 
le point dont il s'agit ici. 

Ce point, est ce qu'on appelle , en mécanique , le Centre ^inertie 
du système. 

Si l'on suppose présentement que les masses jji' ^m" ^ m'^',.... 
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«ont toutes égales entre elles , et que leur nombre est n ; les oua- 
tions (i) prendront la forme 

S(jy)=:/Mr , %{f)-ny , :i(z')=nz ; (3) 

et la nouvelle origine deviendra ce qu'on appelle, en gésm^lrîe, le 
Centre des moyennes distances. De là , en raisonnant comme ci- 
dessus y on cuncliira te thcorème suivant : 

THÉORÈME I. Dans tout système de points mathématiques , 
il Y o toujours un centre des moyennes distances ^on^ la propriété 
caractéristique consiste en ce que sa distance à un plan quelconque 
est égale à la somme des distances des points du système au même 
plan » divisée par le nombte de ces points. Et si un point jouit 
de cette propriété relativement à trois plans déterminés f non paral- 
lèles , // en jouira également par rapport à tout autre plan quêl- 
. conque > et sera conséquemment le centre des moyennes distances 
du système, (*) 

Nous ne nous arrêterons pas à f^îre remarquer les modifications 
dont ces propositions sont susceptibles , lorsque tous les points matériels 
ou mathématiques du système sont compris dans un même plan , oa 
•Uués sur une même droite; parce que cela ne présente aucune difficulté. 

Tout ce qui précède ne supposant nullement que le système 
.primitif soit rectangulaire ; 11 en résulte qu'aux distances perpendi- 
culaires on peut substituer des distances mesurées parallèlement 
ï une droite quelconque , donnée de direction. 

II est entendu que , dans tout ceci , les distances mesurées d* 
dlfi^érens côtés d'un même plan ou d'une même droite doivent itr* 
prises avec des signes contraires. 

s- II. 

Retournons \ notre système de points matériels m' , m" , m'" ,*.'.,% 
i*) Yo^et ii Giomitrii dt position t t^S^ 2i5. 
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supposons que les plans coordonnes primitifs soient rectangulaires , 
et que le centre d'inertie soit pris pour origine. Les équations (i) 
deviendront alors 

S(m'jO=o » 2('»y)=o , X{m'z^o. (3) 

Soit un point quelconque m , ayant pour ses coordonnées x ^ y , gj 
soient r y r' y r*' , r'" ,.,..\k% distances respectives des points m , 
m'y m" t m'",.... à l'origine; soient , en outre, a' ,a" , a'" ,..,, 
les distances respectives du pointera aux points m', m",/»'",...^ 
nous aurons d'abord 

« '-tr ■+« '='• ■ 

«' »-4-y/ «4-^ *-=.Tf « 






(5) 



En prenant la somme des produits respectifs des déreloppémena i», 

•es dernières équations par m' , m'* , m'" , et ayant égard aut 

^nations (3) et (4) » on obtiendra 

r'SCm'H-ï(m'r")=S(m/«''). (6) 

Ainsi une aphire ayant pour centre le centre d'inertie d'un systSms! 
de points matériels , la somme des produits des masses de ce systètno 
par les quarrés de leur» distances respectives à un point quelconque 
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de. la surface, lie la sphère est ^gale i la sonxne des produits res- 
pectifs des mêmes masses par les quarrës de leurs distances au centre 
de c<:tte sphère, augmentée du produit de' la somme des masses du 
système par le quarré du rayon de la sphère. 

Si l'on Suppose encore ici - que les masses m', m", m'" , 

deviennent égales ; auquel cas le centre de la sphère deviendra le 
centre des moyennes distances du système ; et qu'on représente toujours 
par n le nombre des points de ce système ; l'équation (6^ prendra 
la forme que voici : 

ce qui donne lieu au' th«brème suivant : 

THÉORÈME IL Uni sphère ayant pour centre le centre des^ 
moyennes distances dun système de points mathématiques ; la somme 
des (juarris des distances, des points du système à un point quel- 
conque de la surface de la sphère , est égale à la fomme des fjuarrés 
des distances des mêmes points à son centre , augmentée doutant 
de fois le quarré du rayon de la sphère qu'il y a de puints dans 
le système. (*) 

Larsque les points matériels ou mathématiques du système sont 
tous compris dans' un même plan , ou situés sur une même ligne 
droite ; ces propositions sont susceptibles de modifications faciles à 
découvrir, et sur 'lèscftielles 'coAséqnéniimenC nous croyons superBa 
4t'insifter, 

Nous renvoyons , pour les nombreuses conséquences qui peuvent 
£tre déduites des deux théorèmes que noua venons de démoatrer , & 
la Géométrie de position^ de M. Garnot. 

jf) Vojea ta Ciemétrie de poùtion , page Si;. 
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COBRESPONDANCE. 



CORRESPONDANCE. 

Lettre de M. Serres , professeur de mathématiques & 
l'dcole de Sorèze , 

Au Rédacteur des Annales; 



J'ai iu , avec înlérât, «jans le Dumëra da moÎA d'août dernier de 
Tos Annales ^ page 4> > le mémoire de M. deMaîzière, sur les limites 
des racines des iquatîons; et j'ai eu lîea, plus d'une fois, d'admîrerla saga- 
cité de soQ auteur. Mais j'ai été étrangement surpris , lorsque, tombant 
par hasard sur une équation particulière , «' — iair'+44* — 4^=0 i 
dont les racines sont 2 , 4 * ^ > j'ai cependant trouvé 5 pour limite, 
en_ vertu de la 3." observation , qui m'a suggéré l'idée de 
mettre l'équation sous la fonne xQc'—i2x-\~44)—4^ — o. Le facteur 
trinôme étant essentiellement positif; j'ai' dû en conclure que je 
pouvais regarder les trois premiers termes comme positifs , et prendra 
pour limite i+V^48<i-l-4=â- Cette conclusion ne pouvant s'accorder 
avec la racine 6, j'ai pensé qu'il devait y avoir quelque vice dans 
cette troisième observation ; et voîci à quel résultat mes réllexîon^ 
sur ce sujet m'ont conduit. . 

U ne saurait être penois de dénaturer le t." terme de l'équation » 
pour le grouper avec les deux auïvaos , à moins que toute l'équation' 
ne puisse se décomposer en plusieurs groupes positifs , comme an 
n." 6 des observations. En eiïet , la démonstration générale ,' qui 
donne la limite i+yî'Pji , porte essentiellement sur ce que le i.*' 
tenue «eul «"■ , en vertu de cette limite , est rendu plus grand que 
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lous les termes négatifs ensemble ; il faut donc que ce t." terme 
reste îsolë , peur remplir celte condition ; et on ne peut grouper qu« 
les termes suivans , pour en faire un ou plusieurs polynômes po- 
sltifs f de manière à reculer le terme négatif > dont le rang doit 
déterminer le degré de la racine à extraire du plus grand coefficient 
tiégatlf qui vient k la suite de ces dîfTérens groupes. 

Si l'on veut faire entrer le premier terme dans ces transformati<Ms ; 
il me parait qu'alors il est nécessaire de xérificr la limite i laquelle 
on parvient ; en examinant si le groupe > plus la somme des termes 
positifs qui pourront le suivre immédiatement, donnent un nombra 
plus grand que la somme des termes négatifs suivans : afin qu'aa 
de là de cette limite, le résultat général demeure toujours positif. 
Par exemple, dans notre équation ci-dessus, après avoir trouvé 5 pour 
limite , il faudrait s'assurer si cette limite donne x{s' — 1 2X-\- 44)^ 4^ > 
ce qui n'est pas ; la limite 5 est donc trop faible , et doit consé— 
quemment être rejetée. 

Si vous pensez , Monsieur , que ces observations soient fondées , 
et qu'elles puissent être utiles i vos lecteurs , vous voudrez bien , 
je pense, leur accorder une place dans votre* estimable journal. 

Agréez , etc. 

Sorèze , le i3 décembre 1812. 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Problèmes de Géométrie. 

I. UoNSTHUiRB le plus petit système de trois cercles se touchant 
deux 1 deux , àoaX. les circonférences passent respectivement par 
les tnus sommets d'un triangle donné? 

II. Construire le plus grand de tous les triangles qui ont respec- 
tivement leurs sommets sur les circonférences de trois cercles qui 
le touchent deux & deux l 
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GÉOMÉTRIE ANALITIQUE. 

Théorie analitique des pôles des lignes et des surfaces 
du second ordre} 

Par M. Gergokhe. 



ViEUX-LA même qui sont le plus portés â rexonnaitre les arantages 
que présente la Géométrie analitique proprement dite , sous le rapport 
de l'uniformité de ses procédés , tout en convenant qu'elle seule 
jouit du privilège de nous conduire constamment au terme de nos 
recherches, sans aucune sorte de tâtonnement, lui reprochent asses 
généralement de ne fournir , pour la résolution des problèmes , que 
des constructions très-compliquées , et de ne démontrer les théorèotes 
que par des calculs dont la prolixité est quelquefois rebutante. 

J'ai toujours pensé que , le plus souvent , ces inconvéniens tenaient 
peut-être beaucoup moins à la nature même de l'instrument qu'à 
la manière dont on l'emploie ; et que , lorsqu'on aurait manié les 
formules de la géométrie analitique pendant autant de temps qu'il y en a 
que l'on contemple des cercles et des triangles , cette branché dés sciences 
exactes aurait, sur la géométrie pure, relativement à la constructioa 
des problèmes et à la démonstration des théorèmes , cette même 
supériorité que personne ne lui conteste à tant d'autres égards. 

J'ii dé)à prouvé aiUeiirs , par quelques exemples (*) , que la 
géiamétrie :analitique , convenablement employée-, pouvait foumn* , 
pour la résolution des problèmes, des constructions qui ne le cèdent 
en rien , pour l'élégance et la simplicité , à celles qu'on déduit des 

t*) Vo^es la Notice dtt travaux dt racadéipie du Gard , pour iSio. 
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le même moyen de recherche i, la aémonstrat.on dune propnélé 
,rè.-import.D.» à» ««"«s et .urfac» d» «ond .rdte . Fopn*'< 
remarquée, je crois, pour la première fols par M. Mong. , et d. 
laquelle je ne «""»■' 1"'""» démonstration a(ial,li<iue ( ) , com- 
pliquée et incomplelte , relative seulement a«:c ligne, du second 
ordre. La suivante, dont je fais, depuis long-temps, usage dans 
mes cours . me parait d'une eitrSine simplioiti 

S- •• 

Une ligne (L) du second ordre étant tracée sur un plan , on 

peut toujours déterminer, sur ce plan . une InUnité de systèmes 

d'axes , soit rectangulaires soit obliques, tels que , la courbe y étant 

rapportée , son équation prenne la forme 

; Si, par un po'mt («',/), P"» »« '» """^ • °" '"' "''°"' "°! 
ungeute (T) . l'équatlM de celte tangente » présentera d'abord 

sous U forlDe 

(aM'+<rxjr-.o>KïV+'Xr-5'0*o > 

«t pourra ensuite être écrite ainsi 

ma-iS, paiï. que le point (x' , f) M sur la courbe, on doit avoir 

«*"-t-*r"-W*'-t-«y'='> ; (W 

en ajoutait le donW. de cette Aero ière > la préeédaite. etléjuisMl. 

(•) Vo,« le SmuiU * ii^ria prapriita. J, giomllrit do Jt ri««™t, 
.remiite Wilion , page 56; aeiwième édition, psges i3S « 4' 5. 
■ {••) J'aurai pu ,'••»■ tien faire perdre il cette ëqoMion de m çénér.l.té , 
' b aépoiiilUt de l'un ou de l'autre dé ... de« dernier, terme, j nai. , en le. 
co««rrait toe. dei», je (.«.ien. 1 de. ré.nll... pli» .jniu-lqne., »> eompl.- 
-çur «mrtbteinm le.ata.li. Cen, d»-pl>". p»»' con.ervet rahaloile eairfe. 
paragraphe et le «nrMt, que fal oml. le coMtclent t. 
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l'ëqnation de ' la tangente (T) au poiot (s' , yf) de ]a ligne (L^ 
prend cette fonne très-simple 

Supposons , en second lieu , que l'on propose de mener à la courbé 
uue tangente , par un point extérieur {p) , ayant • et ^ pour sek 
coordonnées ; la question se réduira ï déterminer le point de contact', 
ou plutôt les coordonnées de ce point. Si l'on désigne par x* et )' 
ces coordonnées , l'équation de la tangente sera , comme ci-dessus , 
l'équation (T) , avec cette différence que a^ et y* s'y trouvaient 
connues et qu'ici il faut les déterminer; or , elles se trouvent d'abord 
iiées par l'équation (LO -, de plus , le point {p) étant sur (T) , op 
doit avoir 

«tt 

■m mra donc les -MonkinMées du peipt de contact., «a «oabiwaïC 
.cvttc ' decnière 'éqaaliott- amc l'équatioD {U) ou , oe qui leneot 4tt 
4B6me> en cooïlùnant avec rëquAtkm :^) l'éqaatîon 

Mais, BU lieu de combiner entre elles les équations,(L) et (f ) , 
on peut construire Uurs lieux |;éo«iétnques y -^ui d^tonitineront , par 
leur intersection , le point de contact cherché iv ,dÉ ces deux Jieux, \fi 
premier (L) se trouve tout construit , puisque c'est la coufhe dofnée 
elle-mémci etj comtne l'autre (ç) est celui d'une li^ne droite ^ il 
f'ensvk -qae c'est rëq.uation de ta 'droite qui joint les points ^ de 
MBtKt ^uî ., «n eiSet , .deivcnt .être âu oomikpe de deux , |iu««qw 
'leur ■d^te w iwuption .'d^pMid de la oomibînaison d'>me < é^Misn (L) 
da second degré aveâ ime équation (^) du premier. 

Ainsi, le sommet (p) d'un angle circonscrit à une ligne |X) du 
second ordro étant rdonné , rien n'est plus facile quie de d^tecminçr 
.h droite (^) qui joint les deux points Oiù les ç/à\és de ce^ »A$|e 
touchent la courbe. Le problème inverse , c'cst-Wîn , >œkû où. 1^ 
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proposerait de déterminer te sommet (j>) de l'angle circonscrit , par 
la connaissance de la droite {q) qui passe par les 'points de contact ,' 
n'oiîrirait guère plus de dilficultë.; il ne s'agirait, en effet, pour 
le résoudre , que de considérer tes coordonnées a , ^ du point (p) 
comme inconnues , dans l'équation (^) , et de les déterminer en 
e\primant que cette équation ,est identique arec celle de la droite 
donnée. (*) 

Supposons présentement que le point {p) soit variable, alors la ' 
droite (^) le sera aussi ; assujellissons-lJt néanmoins, dans ses varia- 
tions , à passer conslaïnment par un certain point (P), ay^nt ^ et ^ 
pour ses coordonnées ; nous exprimerons cette circpnstance par l'équa^ 
tioo uoique , 

ou . : -i 

cette équation exprimant one relatimi constante entr« les' coordonnées 
« et i> du point {p) , en y changsant ces coordonnées «as et y , 
elle deviendra celle du lieu (Q) de tous les points (/ikrquî répondent 
aux diverses situations que peut prendre la ' droite , (g) autour du 
point (P) ; l'équation de ce lieu (Q) sera donc 

(My-H>r+(23A-K)r-Hk-*-«A=o i (Q) . 

équation d'une ligne droite^ 
De li résulte ce théorème : 



(*) IL ett remarquable qoe , quand bien m^ine le point (fi aérait aitué âa côté 
de la Doncavitë de la courbe , ta droite (7) n'en exiiteraîl pai moina ; et que , 
rëeiproquement « quand bien même U droite (f ) ne couperait pas la courbe « le 
point (/>) n'en aurait pai moins une esiatence effective ; mais ce point et celte 
droite cesseraient alors de répondre è l'idëe que nous en donnons ici. Il n'est 
aucun point , *nr le plan d'une ligne du second ordre , auquel il ne réponde une 
pareille droite , ni aucune droite , sur U même plan , i laquelle 11 ne réponde un 
parrit point. On va voir, tout i l'heart , quelle eit U relaiion rentarjuaUe qui lea 
. lie lea ' no* aux utrea. 
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THÉORÈME. Si , pur un point pris arbitrairement sur le plan 
d'une ligne du second ordre , 'ÔA mène à cette courbe une suite de 
sécantes ; et ^ue , par les deux points dintersection de chacune 
■ d'elles avec la courbe, on mine à cette même courbe deux tan- 
gentes , terminées à leur point de concours , les tangentes de mêmes 
couples formeront une suite d'angles circonscrits dont les' sommets 
seront tous sur une même ligne droite. 

De même que, le point (P) étant dwinë arMtrairerhent', on peut 
toujours déterminer une droite (Q) qui ait avec lui la relation expri- 
mée par ce théorème -, on peut réciproquement , Wsque c'est .U 
droite (Q) qui est donnée , déterminer, un point (P) qui soft jié »jea 
elle par une semblable relation j il ne s'agit ," en effet ,. pour, cela» 
que de considéfer comme inconnues , dans l'équation de la droite 
(Q) , les coordonnées ^ et ^ du I point (P) , et. de le»'déteniiineff 
en exprimant que cette équation est identique, avec celle, de la 
droite donnée. 

De la résulte le théorème suivant , inverse du premier : ' 

THÉORÈME. Si ron circonscrit à une ligne du second ordre 
■ "une suite d angles dont les sommets soient tous sur Ûnè mêhie 
•droite t située comme on h voudra sur h plan dé la courbe ; lés 
sécantes menées à la courbe , par tes points de iôhidct'des cèié's 
de ct^s angles avep elle-, cmcourront .toutes en urtmême point.. (^) 
A cause de la relation qui existe entre le point (P) et la droite 
(Q)', ce point a été appelé Xo'Pâle de cette droite; et an ^peut , 
k l'Inverse , appeler la doite (Q) la Polaire da point (Pj, (**)' ' 



,-!(*) On rentrtqucTB animent ^i^'T? eatte.ït foaa (ffy:- et bt droite (Qï'ifa* 
iielalion MmbUbla à. celle qui CK)«to «ftre le poiiJtjQ») ^S-}^ ^^^ liSh ]!'■ ï; iâ 
- .(*•). On ^it qu'on {teut^cQiuUuùfi^ltUJpQUiaUbirfque.ie fà\o_ ç<t coniiu^.^* 
le f>6le lorsque U polaire est connue , en n'emplo^'uit que U règU n 
CVoT.es le tom^ 1^ dé* Anaalet , cage 337I, . 1 . . , 
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S"; 

Une surface (S) du second ordre étant donnée , on peut toujours 
déterminer une infinité de systèmes d'axes , soit rectangulaires soit 
obliijues , tels que , , la surface y étant rapportée , son équation 
prenne la forme 

Si, par un poiiit (j:' , j'' , «') , pris sur cette surface, on loi mJne 
tjn plan tangent (T) , IMquation de ce plan se présaitera d'abord 
jtous ta fol-m* 

;: .(=^+<b(*^■?0^l-C=»J^+'Xr^r0-K2"'-^-/)(^-'';=O|, 

tl pourra easiite> être- écrite ainsi : 

mtis, parce que le. point (a^'f^^zf) est sur ^), on doit avoir 

îivV ■! ■- .■ - '. .1 : .•' ' ' . ". • ■ . 

£n ajoutant, le double ,de cette deruiâre à la précédente , et rédui- 
sant ■> l'équation du plan^ tangent (T) «u. point (^^'ty'tX^ de la 
^urffcç ^S) prenfl, celte fbrjne très-simj^*; 

Supposons , en second . lieu * qae l'oii propose de mener & la 
surface un plan tancent , par un point extérieur (j>)^ fuyant m , ^f 
et y pour ses coordonnées ; en désignant par ^ , y' y z' les cooi^ 
"Sonnées du-pouiV îe cônlâcljTïqiiaVionpr) sera encore celle du plan 
«ber<ihé'$ inaiaaTec'tietteqlpfiliRaee qiTe.jt:^», jr/, te' qai,i4o«t& dlmare, 
ëuient «obnues , ^erdiit 'ici iâc^onnafes ; 'or , -eïles % tlwuvent dVWll 

'(*) -ÏB corfterr'e ici «a trois iërmes en â: en y et en « , pour lésinémes rai^oni 
qiû m'ont fut conserver Uf deux tii^i -«r k et'eii y "dans lé r'p>^ScSléb'tj '' 
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'KéU' par rë^natiçn (S') ; ' de plils « le point (^)'étapt- sur (T) , on 
doit avoir 

'.ou 

on n'aura donc,enrre les trois coordonnties du point de contact , qiie 
les deux équations , (SO .et (^^ seijlentent ; équations auxquelles on 
pourra, au surplus, substituer l'ëquation (S) arec l'équation 

(:yj»+«^j>4-(2^M-<)/+<Jfr4-/)z+</4H-#M-/î'==o ; (y) 

ç« fMHDt deiQCur«F4 dooc indéterminé ; c'est-à-dirç > qu'il y aura un» 
infipité àtt points de contact , e^x. cpqséquemqiint une îrtlînitë dn plans 
tangefls j q« qiti est 4'ailleufs évident. - 

Teufl CQS poÏBU de contact sfironii dow dona^ psr Tçusenibie 
des équations ($) et ($i); et » la pr^mi^rç ^t^nt qelh i^êfpe. d^ la 
surface proposée ; puisque la seconde est celle d'un plan , il' s'en- 
suit que ce plan coupe celte surface suivant tous les ' poîhts de centiict. 
Concevons présentement une surface conique '«hpnaeiite. à' (S) et 
ayant le point (/>) pour cenlri» ou somiiMt ; tods des- ptaks tai^ens 
'&($)> coi^^ltÂ p>r(;>) , dWODtaua^i tangu^ i'^tfe auiflioe cacique} 
' les pofnM de' oentaet de la tuyfacc qoniqn arao' (S) sttvnj'dsi^c 
' les mêmes qae' céus'de (&)aVek'les phnstangtfis'. conduits 'paF-{^; 
"ces ptnrits seront donc aus«' détemibés par l'iatnsecttqa de lasauftse 
(S) avec le plan (y). 

Nous voîU donc parrenAftV cette pMpoiitioBrsniknjuaUe: Za^^k^ihU 

iutface' totri^ureif drcffUssrite à\ iMe jytfiu*'- àw atKomà orUre , 

la ligne de' e&ntaet Je' ces deux- ^urfaèêteiit' une' co&rhfi''' planai i 

11 n'est pBS' difficile de toiï' que\ rieipjreqosiqeitt', K>ut.'plan 

'- céupaM une surface .da MCQpd «cdK' dët«nMne< ■s--at etlp lï "K^e 

~èf ean tee t de c et t e s u f ft e e -eTW ^Wf irirl a ina l arf a aa oanign a c\t 

i'ceiiMAai Ûa w^ rnAma ^i(tv'ifi*iu délflvinîifei<-)e<ïeiitM-]0«-9O(Bpiet 

de cette surface conique , U ne s'agit que d'aHprliQtf iqu»! b''}>Ui 
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dont il s'agit est identique arec lë plan (y) ; ce qui déterminen les 
trois coordonnées », fi , y de ce centre. (*) * 

Supposons présentement que te point (p) soit variable , alors le 
plan (^) le sera aussi ; assujettissons- le néanmoins , dans ses variations , 
à passer constamment par un certain point (P) , ayant g, h eX k 
pour ses coordonnées ; noas exprimerons cette circonstance par 
l'équation unique 

eu . , 

{zag-\-d)^r^2hk-\-e)ii'\-{^ck+f)v+àg-{~eh-\-/Ji=o ; 

cette équation exprimant une relation constante entre les coordonnées . 
«, /9 et y du point (^); en y changeant ces coordonnées tn x ,y 
et z, elle deviendra celte da lieu (Q) de tous les points {p) qui 
répondent aux diverses situations qnepeut prendre le plan (^) autour 
du point (P) ; l'équation de ce lieu (Q) sera donc 

(jay-W)jr+(2*A+.)r+{=c«+y)i+<fe+«*+/*=o. (Q) 

équation d'un plan. 

De li résulte le théorime suivant': 

THÉOBÈME: Si , par un point pris arhitrairement dans tes- 
'paee', on conduit À un» surface du second .ordre une suiu de plans 
sécants; et que Pon considère leurs intersections avec cette surface 
comme les lignes de contact d'une suite de ,surjaces coniques cir- 
conscrites ; tes centres ou sommets de ces surfaces coniques se 
troueront tous situés- sur un même pian. 

S , au lieu d'assujettir le plan (^) à passer seulejnent par un 
point (P),(m l'assujettissait à passer., par une certaine droite (M'); 
en désignant par (P) et (PO deux points de cette droite, et sup- 
posant que leurs coordonnées sçnt g et g' , h &\ h' yk et k' ; le 

(*} On peut fun ic! da» remarques analo^a ï. celle* qui ont été Saixn 'dan* 
.la note d». U p«£» a^S, ., ■ - * • 

point 
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point (j>) te trouveraient assujetti à être, k la fois sur le plan (Q) 
et lur bn aatre plan dont on obtiendrait l'ëquation en changeant, 
dans celle de (Q) , gt h, k en ^ , h' , A' ; ce point {p) se trou- 
Teraît donc dans l'intersection de deux plans (Q) et (Q0> c'est-i- 
dire , qu'il se trouverait sur une ligne droite (N). 

De même que , le point (P) étant pris arbitrairement , on peut 
toujours assigner un plan (Q) qui ait avec lui la relation énoncée 
dans le théorème auquel nous venons de parvenir , il n'est récipro- 
quement aucun plan (Q), dans l'espace, auquel il ne réponde un 
certain point (P) lié avec lui par une semblable relation ; on voit 
même qae , pour obtenir ce point , il ne s'agit que de considérer comme 
incoBuues, dans l'équation du plan (Q) > les coordonnées g ^ h tt k 
du point (P) , et de les déterminer en exprimant que cette équation 
est identique avec celle du plan donné. 

De là résulte le théorème suivant , inverse du premier : 

THÉORÈME. Si Fon circonscrit à une surface du second ordre 
une suite de surfaces coniques , dont les centres ou sommets soient 
tous sur un même plan , situé d'une manière quelconque dans 
r espace , les plans des lignes de contact de ces surfaces coniques avec la 
sur/ace proposée passeront tous par un même point, (*) 

A cause de la relation qui existe entre le pobt (P) et le plan 
(Q) , ce point a été appelé le Pôle de ce plan ; et l'on peut , i 
l'Inverse , appeler le plan (Q) le Plan polaire du point (P). 

II est aisé de voir que , si les sommets des surfaces coniques cir- 
conscrites étaient assujettis à être situés sur une même droite, ils 
se trouveraient , par U même , assujettis à être , à la fois , sur' 
deux plans menés arbitrairement par cette droite ; qu'ainsi les plans 
des lignes de contact se trouveruent assujettis à passer tous par 
deux points fixes , c'est-à-dire , par un droite joignant ces deux 
points. 



O On pent laire ici du remarques uulofaei à celles qui ont été &îte* dam la 
note de U pa^ 397. 

Tom. m. 4a 
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La droite (M) qui doit contenir les centres ou sommets de toulaj 
les surfaces coniques circonscrites ^tant donnée , en cxprimiint qu'clU 
est idoniique avec celle qui est donniïc par les deux plans (Q) et 
(Q') on obtiendra quatre équations de relation entre les six coordonnées 
g, g', h , h' t k , k'; prenant donc les deux dcrnièrns arbitrairement , 
elles se trouveront toutes déterminées, et l'on aura ainsi deux points 
de la droite (N) par laquelle passent les plans de toutes Itis ligne» 
de contact. 

A cause de la dépendance réciproque entre la droite (N) ^ par 
laquelle passe le plan mobile , et celle (M) que décrit le sommet 
de la surface conique, on peut appeler la première , la polaire 
de l'autre. 



GEOMETRIE ANALITIQUE. 

Démonstration de quelques propriétés des pôles des 
lignes et sur/aces du second ordre; 

. Par M. RocHAT , professeur de navigation à St-Brteui. 



1_/N sait q^u'une ligne du second ordre Q.^ étant donnée j si on ta 
rapporte à deux axes respectivement parallèles à deux diamètres 
conjugués , son équation 'prend la forme 
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> aiB'+by*'\-dx-\-ey=^o ; (L) 

on sait, de plus, qu'en prenant un pôle (P) dont les coordonnëci . 
soient g et- A , la polaira (Q) , correspondant i ce pôle , a pout 
^uatioft 

{2ag+d)x+{zhh-^)y-\-àg-+^h^o. (*) (Q) ■ 

Si , dans les équations (L) et (Q) , on suppose ei^o , elles deviendront 

ax^-\-hY*-\'dx~Q , {2ag-\-d)x-\-zhhy-\'dg=^o ; 

l'axe des s sera alors un diamètre de la courbe ^ et l'axe des y 
sera une. parallèle ^uelcon^ue, à son conjugué. . 

. Les choses étant ainsi , si l'on veut que la droite (Q) . soit parallèle 
à t'axe des y j il faiidra que le terme en y dispvaisse de son équation ; 

on devra donq avoir Â~o} et r^proquemcot , toutes les fois que 
^ sera nul , quel que soii d'ailleurs^, la droite (Q) deviendra paral- 
lèle à l'axe des y. De là résulte le théorème suivant ; - 

IHÈORÈME. Toute droite située sur le plan ^uhe ligne du 

second ordre , a son pôle situé sur le conjugué du diamètre auquel 

cette droite est parallèle; et réciproquement. 

Donc , si une droite se meut parallèlement à elle-même , sur le 

plan d'une ligne du second ordre , son pôle sera mû suivant le 

conjugué du diamètre auquel elle demeurera constamment parallèle^ 

et réciproquement, ^ 



(•) Voyez le pr^c^dent mëmo!re. On a cru devoir adoplcr les mtmc» nolalions, 
daru l'un et dans l'autre, afin d'en rendre le rapprochement plus Tacile. 
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Dans le cas particulier où la courbe est une parabole ^ la sup- 
position e=o entraine â=o ; en supposant donc toujours A^so , . 
l'équation de (Q) se réduit à x——g ; ce qui prouve que , dans 
la parabole la portion du diamètre comprise entre la droite et son 
pôle est coupée en deux parties égales par la courbe. 

Du tbéorème qui vient d'être démontré , on peut conclure le 
saivant : 

THÉORÈME. Le point de concours de deux tangentes quel- 
conques à une ligne du second ordre est sur le conjugué du diamètre 
auquel la droite qui joint les points de contact de ces deux tangentes 
est parallèle. 

Il suit évidemment de la nature des p61es des lignes du second 
ordre que , si deux droites , tracées sur le plan d'une pareille ligne , 
sont telles que la seconde passe par le pâle de la première , la 
première passera réciproquement par le pdle de la seconde. Si donc 
la seconde tourne autour du pâle de la première , son pâle sera 
mû suivant cette première. De là' résulte encore cet autre théorème : 

THÉORÈME. Si une droite , tracée sur le plan dune ligne du 
second ordre, se meut autour d'un point fixe , pris comme on voudra , 
sur sa direction y son pôle sera ma suivant une parallèle au con~ 
jugué du diamètre mené à la courbe par ce point fixe ; et réci- 
proquement. 

§. Il 

On lait qu'une surface (S) 4a second ordre étant donnée ; si on 
la rapporte & trois axes respectivement parallèles à trois diamètres 
conjugués, son équation prendra la forme 

rtaf*-l*Jy*H-M'+</r-Hry4-yi=o î (S) 

ob saitf de plus, qu'en prenant un pâle (F) dont les coordonn*^ 
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violent g , A , i f U pbn polaire (Q) , corres^ndant à ce p6lc , a 
pour éijuadon 

(a^^-W>r+(3^M^)y+(a*:*+/)H-'iH^+-A=o ; C) (Q) 

SI l'on suppose d et e ëgaux 3k zëro , les ^nations (S) et (Q) 
éeritaàront 

«'+*/'+«»+/j!=o ; 2ags+2ihy+(2ci+/)z^Jk=o, 

Les deux diamètres auxquels les axes des ae et des y seront alor* 

parallèles , auront pour leur conjugue l'axe des r. 

Les choses étant dans cet état , si Ton rent que le plan 
.{Q) soit parallèle ï celui des xy , il faudra que les termes en s et 
en y ^sparaissent de son <iquation ; on devra donc avoir g^o ,' 
Â=o ; réciproquement toutes les fois que g et A seront nuls , quel 
que soit d'ailleurs k , le plan (Q) deviendra parallèle ai; plan des sy. 
De là résulte le théorème suivant : 

THÉORÈME. Lorsque trois diamètres ^uae surface du second 
ordre sont conjugués , tout plan parallèle à celui de deux de ces 
diamètres a son pôle sur le troisième s tt réciproquement. 

■ Donc , si un plan se meut parallèlement à lui-mime , son. pAU 
sera mû suivara le diamètre qui joint les points de contact des 
deux plans tangens parallèles à la direction constante de celui-là. 
■ Dhns le cas particulier où la surface est un paraboloïde , la suppo- 
sition ^=o,tf»o entraîne c=o; en supposant donc toujours ^=o, 
^~o f l'équation de (Q) se réduit à <= — ^; ce qui prouve que , 
dans le paraiolotde , la portion du diamètre comprise entre le 
plan et son pôle est coupée en deux parties égides par cette surface. 



{*) Vo;n le piëeédent mioMÛe. 
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Du thëorème qui vient d'être démontré on .peut concliue b 
suÎTant. 

THÉORÈME. Le sommet de la surface conique circonscrite à . 
ane sur/ace du second ordre -est sur un diamètre td ^ae les plans 
tangens à ses extrémités sont parallèles au plan de la ligne de 
contact. 

11 suit ëvidemment de la nature des pâles des surfaces du second 
ordre que , si deux plans Mnt tels que le second passe par le p<3le 
d« premier , le premier passera rëciproqueraent par le pâle du second ; 
si donc le second tourne autour du pâle du premier , son pâle sera 
uiontiauellement dans ce premier plan. De U résulte encore cet autre 
théorème : 

THÉORÈME, Vri plan tournant autour d'un point fise , siiui 
d'une manière quelconque par rapport à une surface du second ordre, 
son pôle ne sort pas ^un plan parallèle aux plans qui toMclte- 
raieiU cette surface aux deux extrémités du diamètre mené par et 
•point fixe; et réciproquement. 

On roit , d'après cela , que , si iin plan tourne ^ la fois autour de 
deux points fixes , auquel cas il tournera autour d'une droite fixe 
passant par ces deux points; son pâle ne sortira pas de deux plans 
fixes , et décrira conséqaetnment la droite qui est l'Interseclioa de 
ces deux plans. Celte ' droite sera parallèle â rinterseclîOD des plans 
langens aux points de la surface courbe où elle est rencontrée par 
les diamètres qui passent par les deux points fixes. Nous appelleront 
la droits décrite par le pôle , dans ce cas, la polaire de celle autour 
de laquelle tourne le plan auquel ce pâle appartient. 

Examinons présentement les diverses directions que prend (iette 
polaire suivant les diverses situations de la . droite 1 laquelle elle 
correspond. Supposons qua le plan (Q) soit assujetti à passer coas- 
tamment par ime droite (M) , ayant pour ses deux tiquationa 
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qn exprimera cette circonstance en exprimant que l'élimination de 
X el y , entre ces deux équations et celle de (Q) , conduit à une 
équation qui laisse z indéterminée; cette équation en z est 

égalant dbnc !t i^éro le coefficient de z et le terme tout connu, 
en changeant g , /t , i eti x , y , z , le$ équations de la polaire (N) 
de (M) seront 

(^x— jBX0C2o«4^+C<rt'— -'A)(36jSs!j+C«j9'— •'«C«'*+*r-h/i)==»- 

Si l'axe des z est un diaQiilre,et que (M) soit parallèle au plan 
des xy , on aura d^o , «=0 , mfi' — «'^=0; les équation de (N) 
dcTiendront donc 

aiPv'—fi'y)^+i{y^ — y'-)_)'=o , û{fi'K~-ii\^x-^è(Mxf—m'h)y=o-, 

d'où l'on Toit que celte droite (N)" passera alors par l'axe- de» z. , 
Si le plan des xy est un plan diamètre et que (M) soit Q^raU^<; 
h l'axe desr, on auray=o , ity'— ^'y=o, y«' — ï^»==&llef équjttqm 
de (N) deviendront donc 

d'où l'on voit que cette droite (N) sera alors sur le p]aQ des sy. 
De U résultent ces deux théorèmes : 

THÉORÈME. Trois diamètres d'u^e sarfaai 4ft seû(m4 opdre 
étani conjugués ; si une droiU. ûst parali^ au pi^a- dt ^ufs- 49 
tes diamètrejT, sa polaire passera par U troi^^affi-î «f r^njffiajHftfr 
ment, ^ — 

THÉORÈME. Trois digmàir-es. d'une surface du sefond vPdH 
{£fA«f 4;onjugués ; touifi. parallèle, à Pua d'eux a, 4a p^l^'ri dwil. ff 
filait- d£^ ^"h"- oiftres } ei réaproq^uêm^nt. 



y Google 



3oS INSTRUCTION 



VARIETES. 

De Vétude et de tenseîgnement des sciences mathéma- 
tiques , chei les aveugles de naissance ; 

Par M. Penjoh, professeur de mathéoiatîques au lycëe 
d'Angers. 



au redacteur des annales, 

Monsieur , 

Vous avcB dësîrë de moi qaelcpies détails sur la manière dont nn 
aveugle de naissance peut acquérir des connaissances en matbëmatiijuea 
«t transmettre ensuite ces connaissances à autrui. Vous arez penstf 
que ces détails pourraient intéresser tos lecteurs , et que sur-tout 
ils deviendraient utiles \ ceux d'enti'eux qui se trouTeraient appelés à 
diriger l'éducation de jeunes-gens privés, comme m«î , d'un organe 
que l'on regarde , avec raison sans doute , comme l'un des plas 
propres \ nous aider puissamment dans un grand nombre d'études 
et do recherches. 

Bien ne peut m'étre plus agréable , et rien en même temps ne 
m'est plus faaile , Monsieur , que de satisfaire , sur ce point . votre 
curiosité et celte de y(M lecteurs. Mais je ne dois pas vous dissimuler 
que j'ai grand'pear qu'il n'en arrive ici comme ea tant d'autres ren- 
contres ; et qu'après avoir trouvé presque incroyable qu'un homme 
qui n'a jamais eu l'usage de la vue , ait pu apprendre ^ cultiver 
et enseigner les sciences exactes , beaucoup de gens ne disent ensuite: 

n'est-^t 
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rCest-ce çuâ cela? dès qu'ils sauront ^ue , pour parvenir !t son but, 
Taveugle de uaissance a'a besoin de recourir qu'à des procédés assez 
naturels , et tels que le simple bon sens pourrait facilcnient te suggérer 
à tout bomme- qui vaudrait prendre la peine d'y réfléchir. 

Si cette appréhension , quelque, fondée qu'elle me paraisse ,- ne m'a 
pas sernblé un motif suffisant pour me dispenser de satisfaire , Monsieur , 
à ce que vous m'avez fait l'honneur de demander de moi ', je crois 
du moins pouvoir m'en autoriser pour donner à cette lettre aussi 
peu d'étendue que la nature du sujet pourra le permettre : sauf 
ensuite à revenir, une autre fois, sur ce même sujet, si des éclair- 
cissemcns ultérieurs soht jugés nécessaires. 

Je vais donc exposer , aussi succinctement qu'il -me sera possible , 
la méthode qui me parait la plus convenable, pour enseigner les 
mathématiques k un aveugle de naissance , auquel je supposerai 
d'ailleurs qu'on procure toutes les ressources et facilités que sa situation 
peut lui rendre utiles. Je dirai , en même temps , quelque chose 
des moyens que cet aveugle doit ensuite mettre en usage , pour 
communiquer les connaissances qu'il parvient i acquérir. Je me 
citerai souvent moi-m6me en exemple ,' car , si l'on en excepte 
peut-être Saunderson , la plupart des aveugles qui m'ont précédé, se 
sont peu mis en peine d'instruire le public de leurs procédés. (^*) 

A l'aide d'un instrument dont il était l'inventeor , Saunderson 
exécutait toutes les opérations de l'arithmétique , et traçait toutes les 
figures rectilignes de la géométrie ; mais on ignore comment il s'y 
prenait pour faire des calculs algébriques , et on ne sait pas davan^ 
tage comaieDt , k l'aide de cet instrument , il parvenait k enseigner 



(*) On trouve ^elqnes dàûU rar ce aujet daiu lei Mélanges physito-mathé^ 
tnati^uet de M. Bénrd, priocip»! et ptofeiMUJ àe nuthémaiï^œ* au coIUge de 
Briao(on, page i8a. 

/. D. G. 
Tom. UL 43 
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les autres ', ni comment ses élèves pouvaient parvenir à le com- 
prendre , sans se livrer préalablement à une étude tout à fait étrangère 
au but principal qu'ils avaient en vue. 

Les iBoyens qu'employait Saunderson avaient encore on aulré 
inconvénient ; c'est qu'il ne pouvait , par leurs secours , acquérir 
aucune notion des procédés mis en usage par les voyan» : ce qui 
me parait pourtant si nécessaire que je ne pense ^m que l'aveugle 
puisse autrement enseigner avec quelque succès. Ainsi U faut qu'il 
soit instruit de la forme des lettres et autres signes, des cas dans 
lesquels on emploie les lettres majuscules et minuscules, tant grecques 
que romaines* de la manière dont on dispose ordinairement les calculs et 
leurs résultats, soit sur le papier soit ^ur un tableau, etc.; tous objets 
sur les moindres détails desquels il est indispensable qu'il soit bien 
informé. 

M. Haûy, ancien instituteur des aveugles, frappé des inconvéniens 
que présentaient les méthodes employées avant lui , crut devoir recourir 
à des caractères mobiles y isolés les uns des autres, sensibles au tact, 
semblables à ceux qui sont en usage parmi les voyans , et dont 
l'aveugle put se servir pour représenter les dilTérens mots de la langue, 
et exécuter toutes les opérations arithmétiques et algébriques. Chacun 
de ces caractères est gravé en relief, sur l'une des faces d'un paral- 
lélipipëde rectangle, tandis qu'un autre parallétipipède, aussi rec- 
tangle « mais de moindres dimensions, est solidement Bxé au milieu 
de la face opposée du premier. Ce dernier est ce que l'on nomme 
la ^ueue du caractère ; Il est destiné h s'engager dans les intervalles 
que laissent entre elles des traverses de bois, également espacées, 
fixées à deux cdtés opposés d'un cbassis rectangulaire posé horizon- 
talement, et parallèles aux deux autres côtés de c< châssis. 

Au moyen de cet Instrument, appelé planche, on pourrait, sans 
difficulté , exécuter toutes sortes d'opérations algébriques , si le nombre 
des divers caractères dont on fait usage, dans ces opérations, ni'élait 
pas trop considérable. Mais souvent on y emploie concurremment les 
lettres grecques et romaines, tant majuscules que minuscules , sans 
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compter les lettres aifeclées d'accens ou d'indices ; la cale qui con- 
tiendrait tous ces divers alphabets devrait donc être très-grande : ce 
qui exigerait plus de temps pour y choisir les caractères , et rendrait 
ainsi les calculs fort longs. 11 est d'ailleurs presque impossible de 
représenter , arec des caractères mobiles , toutes les diverses sortes de 
fonctions algébriques , et cela quelque complète que la case puisse 
être d'ailleurs. Si l'on avait , par exemple , cette quantité a' , il fau- 
drait que la case contint trois sortes de caractères , diiTérant uniquement 
entre eux par la place qu'ils occuperaient sur leurs parallelipipèdes 
respectifs ; ce qui , en obligeant de donner de grandes dimensions aux 
parallelipipèdes, exigerait qu'on donnât une largeur proportionnée aux 
traverses entre lesquelles les queues de ces parallelipipèdes doivent 
être maîoieoues , et diminuerait conséquemment le nombre de ces 
traverses , pour une planche de dimensions données. 

Gêné par <xs obstacles , dès mes premiers pas dans l'étude de 
l'algèbre, j'ai pris le parti de me créer des notations mieux appropriées 
aux seules ressources dont il me soit permis de disposer. Ainsi , par 
exemple, au lieu de «* , j'écris a-x'y', pour t^ , j'écris a'xy^ 
et ainsi du reste. Privé aussi de l'alphabet grec, je renverse les lettres 
romaines , pour suppléer à celles de cet alphabet; de manière que, 
par exemple , pour représenter « , j'écris p. Les parenthèses sont 
ordinairement de toutes sortes de grandeurs ; mais , dans la case d'un 
aveugle, elles sont nécessairement limitées; il m'a donc fallu créer 
encore des notations pour les remplacer. Enfin , je suis presque toujoura 
forcé d'inventer de nouveaux symboles , à mesure que les calculs et 
les formules se prolongent et se compliquent. 

Ce n'est guère, au surplus, que dans ce cas que j'ai recours aux 
caractères mobiles ; car on ne peut se dissimuler que leur usage entraine 
toujours quelque longueur et quelque embarras. L'aveogle doit donc 
avoir une planche; maïs il doit, en même temps, apprendre, peu 
^ peu, à s'en passer, du moins dans les cas les plus ordinaires. Il 
faut , par exemple, qu'il puisse suivre de tête une opération que l'on fait 
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en sa présence , lors même que cetti; opération ne donne pas des 
résultats aymëtrlques. Pour acquérir cette hal)îtudc , j'dvais soin , dans 
les commencemens , de rtipi^ter , de vive vcix , les calcula que j'avais 
exécutés avec mes lettres mobiles ; je me faisais lire aussi des livres 
d'algèbre, et j'effectuais les opérations qui s'y trouvaient contenues, 
sans autre secours que celui d'un voyant , qui les écrivait sur un 
tableau i son usage. Par cet exercice , fréquemment répété , jo 
parvins , en peu de temps , et sans y employer les caractères mobilea , 
à faire de tête des calculs très-compliqués , tels que ceux de la 
Mécanique céleste. J'avais même acquis assez d'habitude en ce genre , 
pour suivre , avec quelque fruit , les cours publics de MM. Biot 
et Francœur. Souvent ce dernier me faisait démontrer de vive voix , 
tandis qu'il écrivait les résultats sur le tableau. En un mot , je 
subissais, comme les autres élèves, les examens qu'on fait ordinaire- 
ment dans les lycées ; je concourais avec eux et comme eux ; si 
ce n'est seulement qu'il me fallait un enfant pour écrire ce dont, j'atais' 
besoin. 

A l'égard de cet enfant , plusieurs personnes ont pensé qu'il fallait' 
que celui dont l'aveugle emprunte le secours fût non seulement un 
homme fait, mais encore un homme presque aussi instruit que cet 
aveugle lui-même. C'est U une véritable erreur; l'aveugle n'ayant 
uniquement besoin que de deux yeux et d'une main qu'il puisse 
mouvoir à son gré. Mais un enfant ne remplira bien l'objet que 
l'aveugle se propose , qu'autant que celui-ci prendra soin de l'ins- 
truire lui-même. C'est pour cela que j'ai toujours pris avec moi 
des enfant très-jeunes, auxquels , fort souvent , j'ai même été obligé 
de montrer \ lire , et que je dressais ensuite aux petits services que 
je pouvais attendre d'eux. Je crois qu'en s'aidant de semblables moyens, 
un aveugle parviendra à étudier, avec quelque facilité et quelques 
ffuccès, tant l'algèbre que toutes les sciences qui en dépendent. 
Si nous passons de l'étude de l'algèbre à celle de la géométrie (*) , 

<*) Je parle ici non seulement de la Géométrie proprement dite , m^ encore 



, Google 



DES AVEUGLES. 3i3 

les difficultés croissent seasiblemenl. On peut, il est rrai, acquérir 
l'id^ des iigures par le tact ; mais ces figures sont tellement mul- 
tipliées que, s'il fallait les faire toutes toucher i, l'aveugle, l'étude 
de la géométrie deviendrait pour lui très-longue et très-pénible. U 
Die panit donc plus convenable de suivre la marche que voici : oïi 
fera percer de trous , suivant une direction rcctiligne , chacune des 
traverses de la planche dont j'ai parlé plus haut, de manière que chaque 
trou puisse, au besoin, recevoir une cheville; et l'on pourra ainsi, 
avec tin 61-, former les diverses espèces d'angles , de triangles , de 
quadrilatères, et même plusieurs sortes de polygones, tant réguliers 
qu'irrëguliers. L'élève acquerra' par là Vidée de ■ ces figures que 
désormais je nommerai primitives. It faudra de plus lu! l^ire con- 
naître le cercle , ce qui sera facile , soit en traçant cette figure sur 
de la terre molle , soit en l'exécutant avec dû papier 'ou du carton. 
Four les solidea, on léi peut construire en bois; et cette méthode se 
pratique mAme fréquemment' i l'égard' des royans. ' ' 

It importe aussi de faire connaître i l'aveugle dé quelle manière 
les TOyans représentent les corps sur un tableau ; car il se les figure 
toujours tels qu'ils existent -réellement , et ' ne concevra Jamais, à 
moins qu'on ne le lui explique , qu'on puisse représenter un prisme, 
une pyramide,, an cylindre, uii cdne , etc; , sur une surface plane. 

11 est encore an point sur lequel je crois très-nécessaire de ih'arréter : 
c'est qae , pour bien faire connaître des corps , par le tact ^ \ une 
personne affligée de cécité , il ne suffit pas de lui fah-e simplement 
porter la maiii snccessivenlent sur chacun d'eux ; car il n'en acquerrait 
par cette voie que des notions très-imparfaites. Il faut les lui laisser 
manier jt son aise , à diverses reprises ,- et sans jamais le presseir , 



de tout ce qui ut rebtîf i cette science ; tout comme je distingue l'analîte pure 
de toutea tes applications qu'on en peut faire. C'est dans les études purement ana> 
Utiques qde l'aveugle rencontre le moins de difficulté j et c'est pour cela que j'ai 
FPi dtvoii <■ païki d'abord* 
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ni le gêner en aucune manière. Le défaut de cette attention ^ quelque 
miautieuse qu'elle puisse paraître d'ailleurs , a sensiblement retardé 
le progrès de mes études. 

Lorsque les figures pnmitivçs sont devenues assez familières & 
l'aveugle pour qu'il puisse les bien concevoir et les dëAnir nettement, 
il doit s'habituer à démontrer les théorèmes sans toucher ii la figure. 
11 arrivera quelquefois, à la vérité, que la démonstration deviendra 
tellement compliquée qu'il lui sera presque indispensable > pour pouvoir 
la suivre, d'en mettre la figure sons ses doigts-; mais cela op doîjt 
arriver que rarement ; et > dans ce .cas .même, l'aveugle fera bleti da 
répéter ensuite la démonstration sans figure. 

Dans la géométrie transcendante , pour faire connaître^ l'aveugle la 
forme des diiFérentes ligues et surfaces courbes, on pourra lui tra«er 
les premières , par le procédé déjï indiqué pour le cercle , et exécuter 
les dernières avec de la cire ou de l'argile bumidft,- mais c<:la néaiiT 
moins ne sera le plus sçuvent. néce^^ire , pi, pour les.. unes ni pouf 
les autres : le modç de génération d'une ligne ou d'une surfhce 
courbe' suffisant , dans tes cas les plus ordinaires , pour eu donner, une 
idée distincte. 11 qt'arrive ménie , .communément , de 4«viner la ,fomi4 
qu'affectent les ligues et les surfaces courbes-, par la simple con- 
naissance de leurs équations , du moins lorsque ces équatitUMne souk 
pas très-compliquées. 

Après les détails dans lesquels je viens d'entrer , on sent que 
l'étude de la mécanique ne pourra oiFrir beaucoup de nouvelles diffi- 
cultés. Il faudra seulement prendre la précaution de -faîte, toucher et 
manier & Taveugle les diverses machines dont on se (wopoaera de 
lui exposer les propriétés. Je me rappelle , i ce sujet, que je -iw 
suis parvenu à bien comprendre la génération de ta vis y qu'après 
avoir tonché des vis de 'différentes ' espèces et dimensions. A cela 
près , les diverses branches des mathématiques , tant pures qu'appli- 
quées , ne sauraient , en aucune manière , embarrasser l'aveugle , puis- 
qu'il n'y sera jamais question que de géométrie et de calcvl. - 

Cependant , pour laisser le moins possible i désirer fur c« sujets 
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je crois devdir ajouter >ncore , k l'égard de l'opaque, qwe » si l'on 
fait concevoir à l'aveuglé les rayons de la lumière comme des lignps 
droites ; que , s'il conçoit chique "point ' d'un :corp9 lumineux ob 
éclairé comme le point comniun de départ- d'un système dtf «es 
rayons qui , conséquemment , doivent aller en s'ëcartant les un» des 
autres , à liiestire qu'ils s'éloignent de ce point de départ, la réfraction 
•et la réflexion , lés propriétés dei verres et'mîroîrs plans , convexes', et 
concaves , et généralement tous lés phénoiriènes de Topique , rton seulô- 
'ment pourront lui être démontrés, mais pourront mérfiejêtrc assez nette- 
ment conçus par lui , pour qu'il soit en état d'on' transmettre la 
démonstration à autrui. ' 

' Chacun convient et apetçoît' fac'iletnent qu'il eifabst^dmettt îm^ 
possible i un aveugle dé inaîssance de se Paire aticuné idée juste de 
la lumière et des couleurs ; mais , (Jomme la couleur des côrps dépenfl 
non seulement de la nature des rayons de lumière qu'ils réfléchissent , 
mais encore de la figure ou de la disposition respective des molécules 
de leur surface , qui les rend propres à réfléchir tels rayons de lumière 
de préférence' i tels autres; quelques personnes ont pensé que, cett» 
disposition de molécules pouvant devenir sensihle an tact , ■ il nMtaîl 
point hors de vraisemblance qu'elle pût meUre le» aveugles en état 
de distinguer , au loucher , les corps de couleuïs différentes. C'est 
là un point sur lequel je ne voudrais rien décider , d'one manière 
trop absolue; mais, ce que je puis du moins affirmer , c'est qu'un 
grand nombre d'aveugles que j'ai connus n'ont pu parvenir , plus 
que moi , à rencontrer la plus légère différence entre les surfaces 
des corps différemment colorés ; du moins , lorsque toutes- les autres 
circonstances se trouvaient être exactement les mCmes ; et leur expé- 
rience , jointe à la mienne, me parait suffisante ()onr présurher que 
les cauises qui déterminent les corps à ètfa de telle couleur , plutôt 
que de (elle autre , sont de nature î se dérober éternellement* au 
sens du toucher. 

Voici , très- probablement , la source de l'erreur où beaucoup de 
personnes -ont été induites 'sur ce point. 11 est cerQinA étoffes dont 
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le tissu est très-sensible aa tact et sur lesquelles on applique pres-i 
que toujours les, mômes couleurs. D'un autre côté, les , teintures dont 
on les imprègne peuvent, à raison des dÎTers îngrédiens dont elles 
«e composent , se manifester au toucher ; et cette circoostance , réunie 
& la première, peut souvent donner À l'aveugle des indices i peu près 
certains. Ainsi , par exemple , je croyais autrefois que toutes les 
étoffes de camelot étaient rouges ; et je m'étais Hguré , i l'inverse 
que les étorïcs douces au toucher devaient être blanches ; or , comrat 
ces fausses notions me faisaleat quelquefois rencontrer assez juste, on 
s'inMginait que je discernais réellement les couleurs par le tact. 

Il existe encore une question qui n'est point facile à traiter : 
c'est ' celle relative & i'ià^ <i^'on aveugle de naissance peut se former 
du sens de la vut , et k, la manière dont il coni^ït que ce sens 
peut faire connaitre aux voyans les objets qui sont hors de leur 
portée. Je me bornerai & dire ce que je pense moi-même i cet 
égard. Il me semble que les rayons de lumière , partis de chaque 
point de la surface d'un. objet , apportegt tous ces points dans l'œil, 
et les apportent disposés entre eux de la même manière qu'ils le 
sont dans l'objet; de. sorte que la rétine, en touchant ces points, 
reconnaît la £gure de ce même objet ; et, comme elle connaît aussi 
les rayons lumineux qui lui présentent cette figure , elle en distingue 
également la couleur. Il me parait donc que la rétine est affectée 
par la lumière , comme l'est la main par l'objet. Peut-être pourrait- 
on me &ire plusieurs dilEcultés sérieuses i ce sujet .'' Peut-élre même 
ai -je trfes - mal rencontré : ce qui n'aurait rien qui dût surprendre, 
attendu que je n'ai jamais vu ? Mais c'est du moins là la seule manière 
dont je conçoive que la vue puisse suppléer au tact. 

Je pourrais entrer. Monsieur, dans beaucoup d'autres détails stir 
l'instructioa des aveugles , et sur les procédés qu'ils doivent suivre 
fOur enseigner , soit aux voyans , soit à d'autres aveugles. Je pourrais 
parler de leur caractère , qui influe , peut-être , plus qu'on ne pense , sur 
leur manière de s'instruire ; des progrès qu'ils peuvent faire dans 
les diverses branches de nos connaissances ; des jouissances que , malgré 

1» 
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Ja prÎTation du sens de la vue , ils sont susceptibles de goûter; ainsi 
que des dësirs et de la tristesse que leur état , comparé à celui du 
reste des hommes, peut leur faire éprouver. Je pourrais enfin com- 
parer> sous divers rapports , l'aveugle de naissance à celui qui perd 
la vue dans un âge où il a d,é)k acquis et où il peut conserver dans 
.sa mémoire les diverses notions dont cet organe est la source ; mais 
je crains d'avoir déjà trop abusé de l'indulgence de vos lecteurs ; 
et je crois plus convenable , è moins d'une nouvelle provocation , soit de 
leur part , soit de la vâtre , de terminer ici , en vous priant d'agréer ^ etc. 
Angers, le i4 de novembre iliia. 

QUESTIONS RÉSOLUES. 

Démonstrations des deux théorèmes degéomêtrle énoncés 
à la page 196 de ce volume i 

. Par MM. Le Grand , élève à l'école Dormale , 

Fehwot et Lambert ,, .professeurs au lycée de 

Besançon » 
Vegten , professeur au lycée de , Nismes , 
Labrousse , professeMr à Montélimart , 
RocHAT , professeur de navigation à StrBrieui i , 
■ Pebjon , professeur au lycée d'Angers , 
GoBERT, élève de M. Peojon, 
C. Beaucouht , élève au lycée de Nismes j 
J. F. Français , professeur à l'école de rartilleriè 

et du génie. 
Etc., etc., etc. 

J. UéOBÈME l.Le plan qui divise tun des angles dièdres d'tfn 

tétraèdre -en 'deux parties égales ^ partage barète opposée en deux 

Tom»UL * 44 
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segmens proportionnùh aux aires des Jaees €orresponJanUi de câ 

tétraèdre. 

THÉORÈME II. La droite qui y partant du sommet ffun tétraèdre, 
fait des angles égaux avec les trois faces adjacentes , rencontre 
sa base en un. point tel qiien le considérant comme le sommet 
commun de trois triangles , ayant pour bases les trois côtés de cette 
base , les aires de ces triangles sont proportionnelles aux aires 
des faces correspondantes du tétraèdre. 

Les démonstrations qui oot été fournies de ces deux th^rèmcs 
étant cxtrâmement variées» nous croyons devoir DomJ>orncr à celles 
qui nous ont paru les plus rentarquables par leur siœplïcibî. 

MM. ferriot , Vecten , BJochM , C. Beaucourt ,et un géomètre de 
Lyon qui ne s'est pas nominé, ont fonde les leurs sur tes deux 
Lemmes suirans , qui nous sembleraient devoir trouver place dans 
tous les élémens de géométrie , mais que nous nous dispenserons 
pourtant de démontrer, attendu que leur démonstration ne saurait 
offrir aucune difBcuIté. 

LEMMB I. Le plan qui divise un angle dièdre en deux parties 
égales , a chacun de ses points également' distans des deux faœs de 
cet angle dièdre. C'est évidemment le lieu des centres de toutes les 
sphères et celui des axes de tous les cylindres et cdnes de révolution 
qui touchent à la fois les deux focesde l'angle dièdre. 

LEMMB IL Les plans t]ul -dirisent en deux parties égales le* 
angles dièdres d'un angle trièdre se coupent tous trois , suivant une 
même droite , qui fait des angles égaux avec tes trois faces de l'angle 
trièdre , et dont chacun des points est également distant des ces 
trois faces. Cette droite est le lieu des centres de toutes les sphères 
. tangentes aux faces de l'angle trièdre. C'est encore l'axe du c^ne 
de révolution inscrit à ce même angle. 

Cela posé , soient A , B , C , D » (*) les quatre sommets d'an 

{*) Noua nous diipeiuon» dt faire la figura , qui est fort simple , et ^u'il est trè«- 
Tacile d« luppUcr. 
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tétraèdre ; soit S le point où l'arête CD est couple par le plan qui 
divise en deux parties égales l'angle dièdre dont l'arête est AB ; soit 
«n outre F le point de BE où la face CBD est. reucontrëe par ta 
droite qui , partant du sommet A , fait des angles égaux avec les 
trots faoe^ adjacentes à ce sommet. 

I. En considérant les deux tétraèdres ADBE et ACBE comme 
ay^Qt i*^ur sommet commun en A, leurs volumes seront proportion- 
nels aux aires de leurs bases DBE , CBE ; et , comme ces bases sont 
des triangles qui ont leur sommet commun en B , leurs aires seront 
elles-mêmes proportionnelles à leurs bases £D , EC ; ainsi, Ton 
aura 

roAADBE ^ FohACBl^ : : ED : EC. 

D'un autre côté , en considécant ces mêmes tétraèdres comme ayant 
leur sommet commun en £, ils auront même hauteur ( Z^flune /), 
puisque E est un des points du plan AEB qui divise en deux parties > 
égales l'angle dièdte dont l'arête- est AB ; Jes volumes de ces tétraè- 
dres seront donc proportionnels aux aires de leurs bases ADB et ACB; 
c'est-à-dire , qu'on aura i 

F*/ ADBE : ro/ACBE : : ADB : ACB ; 

d'où on conclura t k cause du rapport commun, 

ADB : ACB::£D : EC ; 

ce qui ^t le premier des deux théorèmes. 

M- Gobert a fourni une démonstration analitique fort élégante ^ 
ce théorème» 

M de Lyon , a. .remarqué que la recherche du point E se 

réduit à partager CD en parties proportionnelles aux aires des trian- 
gles ACB « ADB iOU , piu^ fiinpiement , proportionnelles aux perpen- 
diculaires abaissées des points C , D sur la base commune AB de 
ces deux triangles. , . . , . 
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H. Si l'on considère les tétraèdres ABFG;âCFD, ADFB, conuiM 
ayant leur sommet commun en A , ils auront même hauteur ^ et 
l'on aura consëquemment 

ro/ABFC : ro/.ACFD : ToAADFB :: BFG : CFD : VTB. ' 

Si , d'un autre cdtë , on considère ces mêmes tétraèdres comme ayant 
le point F pour sommet commun , ils auront encore même haateur 
( Lemme II) y puisque F est un des points de la droite AF qui 
forme des angles égaux arec les trois faces BAC , CAD , DAB ; on 
aura donc encore 

roAABFC : Fc/.ACFD : To/.ADFB : :BAC : CAD : DAB ; 

-on iura donc, par la comparaison de celte suite de rapports égaux 
•avec la précédente-, 

BFC : CFD : DFB : : BAC : CAD : DAB ; 

ce qui est le dernier des deux théorèmes. 

M...., de Lyon , a remarqué que ta recherche du point F se 
réduit à déterminer , sur deux des côtés du triangle BCD, des points qui 
soient situés , sur ces côtés , de la même mai^i^e que l'est le po>ttt 
£ sur CD , et à joindre ces points aux sommets opposés par des 
droites, dont l'intersection déterminera le point cherché. 

Les démonstrations de M. Penjon diffèrent peu des précédentes. 

M. Français démontre le premier des deUx théorèmes comme 
il suit : 

Soit faite une projection orthogonale du tétraèdre , sur un plan 
perpendiculaire & BE> et cooséquemment-anx-plans AEB et CBD, en 
' désignant les projections des points par les mêmes lettres qui désiglMtcei 
points , mais afFectées d'accens , on aura d'abord 

ED ; EC::Eiy : WO ; 
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mais , en considérant les triangles IVA'EX et C'A'IE' comme ayant 
leur sommet commun en A', on aura 

E^ : WO II Aire E'A'IV : Aire E^A^ ; 

enfin , les triangles BDA et BCA formant respectivement des angles 
dièdres égaux avec leurs projections 'E/ïyK' et WC/A/ , on aura 
encore 

Aire E'AD' : Aire E'A'C : : Aire BAD : Aire BAC j 

•t f en rapprochant ces trois proportions , on en conclura 

Aire BAD : Aire BAC : : ED : EC 

An lieu de faire la projection sur un plan perpendiculaire Ji BE , 
on peut la faire sur un plan perpendiculaire à AB ; cette projection 
sera ajors ëviderament un triangle jyA'C dans lequel Â^E^ divisera 
Tangle A^ en deux parties égales ; on aura donc , par le théorème 
connu de géométrie plane , 

A'iy : A'C : : E^ : E^C ou :: ED : EC j 

mais , parce que A^ et A^O sont les hauteurs respecUres des 
triangles de mêmes bases ADB et ACB, on aura aussi 

Aire ADB : Aire ACB : : A<D' : A/O ; 

on aura donc également 

Aire ADB : Aire ACB : : ED : £G 

C'est \ peu près à cela que reviennent les démonstrations du premier 
théorème , fournies par MM- Le Grand , Labrousse et Lambert. Us 
ta déduisent ensuite celle du second. 
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yi. Français démontre ce dernier ' de la manière suirante. Soîen| 
» l'angle que fait AF avec les trois faces latérales , et f l'angle qu4 
fait la même droite arec le plan de la base. Soit projeté ortfaogo-> 
nalement le tétraèdre sur un plan perpendiculaire & c«tte droite AF ; 
les projections des faces latérales se confondront avec les projections 
des segmens de la base ; et l'on aura , par un principe connu , 

jiire WF^C'=Aire BACJin.m=Mre WPCSin.f , 

Aire C^^=Jire CAJ).Sin.»=Jir£ CFT>,Sin.f , 

'Air€ jy^f^'^Aîre ï)kB,Sm.»=Air4 DFhJin f , 

d'où on conclura, sor-le-chainp , 

Aire BAC : Aire CAD : Air* DAB : : Aire BFC ; Aire CFD : Aire DFB. 

Ces diverses considérations peurcnt, pour la plupart , 4tre employées 
à démontrer , autrement qu'on ne le fait communément , que la 
droite ^ui divise Fun des angles d'un triangle en deux parties 
égales y partage le côté opposé en deux segmens proportionnas aux 
côtés correspondons, 

M. X-ti Grand , à qui l'on doit les deux élégaas tbéorèmes qui 
font le sujet de cet article, remarque que, de même que de celui 
qui vient d'être rappelé , et qui est leur correspondant dans la géo- 
métrie plane , il réstilte que h centre des moyennes distances du 
contour d'un triangle est le centre du cercle inscrit au triangle 
dont les sommets seraient les centres des moyennes distances des 
côtés du premier (*) } on peut semblablement conclure de ces 
deux-ci , que le centre des- moyennes distances de la surface d'un 
tétraèdre est le centre de la sphère inscrite au tétraèdre ^ui aurait 

(*) Vojrci lea Élémau à^ italiçvt de M, Pointot, p!i|;e 17a. 
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ses sommets aux centres des moyennes distances des aires des faces 
du premier. Nous observerons^ à notre tour , que tout ceci fornie 
un très-beau supp1<îmeDt aux Analogies^ entre le triangle et le té- 
traèdre , données par M. Ferriot k la page i33 du deuxième 
volume de ce recueil. 

Nous remarquerons , en terminant , que , de même que le théorème 
de géométrie plane qui correspond à ces desx-ct , peut facilement être 
démontré par la formule qui donne l'aire d'un triangle en fonction 
de deux de ses côlés et de l'angle qu'ils comprennent , ces derniers 
peuvent aussi se démontrer k l'«ide d« la formule suivante , qui est 
son analogue pour le tétraèdre , et i laquelle il est aisé de parvenir. 

Sôit T le volume d'un tétraèdre dont Iv sommets soieat A» B^ 
Ct Dj en désignant par les trois lettres pUcées à leurs sommets 
les aires des faces , et par l^es deux lettres placées ï leurs. extrémités 
Unt les longueurs des arêtes que les angles dièdres auxquels ces 
arêtes appàrUeàôent , ôû à 



Le tétraèdre foamit huit équations de cette forme qui , combin&s 
soit entre elles soît avec les quatre équations qui donnent l'aire 
d'une face en fonction des aires des trois autres et des angles que 
forment leurs plans deux i deux , peavent conduira à divenes 
cmséquences remarquables. 
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QUESTION PROPOSÉE. 

Problème de Géométrie, 



J. ROUVER , sur le plan de l'une des bases d*un prisme triangultire ; 
un point dont la somme des distances aux trois sommets de l'autre 
base du prisme soit un minimum ? (*) 



(*) Le probliiM peut ttre général»^, ea l'étendut i un tronc de prisme trian-. 
Eolaire. 
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ANALISE TRANSCENDANTE. 

Troisième mémoire sur les Facultés numériques. (*) 

Par M. Kramp , professeur , doyen de la faculté des 
sciences de l'académie de Strasbourg. 



I. XJans le prëcëdent mëmoire . nous avens éralu^ le produit 
des facteurs 



continue jusqu'à l'înHni; et nous l'avons troavé égal à 

/y . 

en faisant , pour abréger , — — »==/"> *=® *ï"'* donne i-f^= — . 
Pour éviter les formes fractionnaires , soit fl=Ar , x^=ry ; nou» 
aurons ainsi 

( »>i( »+.)■)( (»+»)■) c»-i+r)'cA— i-ji'.' 

le premier membre ëtant prolongé k l'infini. 



{•) Voj'es le» pages i et 114 (le ce volume. 

Tom. m. 45 
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3. Cette expression admet des réductions ullMeurcs. D'apris le 
théorème connu fl''"""'''=(ï'"''^(a-|-mr)"''" , on aura , dans le cas par- 
ticulier de a=i , r=i 

(m-|-n)!=m!(i-J-'n)"'* ; 
ce qui donne 

ih-i+yy.={h-i)<.h'^' ; 
{/i-i—yy.=(h—iy./rn') 

en conséquence , en désignant par P le produit infini qui nous 
occupe , nous aurons 

__ (>— I) ! [t— 1) ! 1 

(A— I^) ! (*— i-y) ! ~ //l ' . A -"1 ' ■ 

3. Comme on a , par les formules connues, 

on pourra encore écrire 

•^~ A^i. ' 
Comme tous les facteurs du produit P ne renferment que les quarr^ 
de y, il doit être permis d'y remplacer +j' par — /, et récipro- 
quement ; de sorte que les expressions 

A>i" * h-y\' ' 

doivent être identiquement les mêmes. Elles le sont e/rcctircment ; 
et , en employant les réductions que nous avons enseignées, l'une 
se transforme facilement dans l'autre. 

4- Le théorème bînomial est applicable aux factonelles (*). On a 

■ (•) Voj« VArilhmitiqut unirerselU ds l'auleur. 
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(^+B)"i'=^'i'+7^-"'£+7-^'^-"'J5'i'+...; 
(A—B)"=A*'—'^"-'"B+^.'!^A'-"'B"' 

fiWisant la première légalité par A"' , pout que le premier terme 
de la série soit égal à Tunité, et se rappelant que 

A'--"= 



(^+nr—3r)l l'- 



on la transfonnera «i 

^"'---ll "^ I ""— '"'" I ; 

^«Ir ^^wi+fli — r L^CJ+nr — ar)»!' 

et , en appliquant celte formule aux deux expressions de P que 
nous venons de trouver ; savoir ; 

_ (t^r)'!' _ (*-hri-y" 
■'^- h"' . ~ f" ' 

elles deviendront 

_ .y , rHr-'i' r(ji— '■'y-')- ^_ 

^-'-^^-t"^ ,.j,(A^^_,,(44^-a) i,a.3C*-b— i)Cft-H'-«C4-h)— 3) 

y y()-+0' j-(r+'y-(j'+')' . ^ 

'^— "~J_5._,"*"l.î(*— j— i)C»— r— i") I.a.3(l^)— ■)(*— y-i)(»— J— 3) 

Ces deux" séries sont effectivement identiques entre elles , sans que 
leur forme, très-peu favorable , laisse entrevoir cette identité. 
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5. Pour remtîdier à cet inconvénient , reprenons le premier déve- 
loppement 



' A-i-nr—r i.:!C^+nr— r)*l 



et faisons ^+n/- — r = o , ce qui donne A=0 — nr-{-r ^ et ^+J3 
fl+5— /ïr+r. On aura ainsi 

A">' = {ii—nr+r)"*'-=a"^-- , 
(^+5/'''- = (a+5-n^+r)"i''=(a+£)"i-'- ; 
ce qui donne 

(j+B)"!-''_ «B »(n— 0B»lr bC»— OCn— 2)Bil'- 

C'est là le premier des •^laîi théorèmes qu'on trouve à la page 63 
de mon Analise des réfractions. Il ne m'a pas paru nécessaire d'en 
ajouter les démonstrations, lesquelles, comme on vient de voir, se 
seraient réduites à quelques développemeos de calculs fort simples. 
6. Enfin , si , dans cette expression, on fait a=-h * 5= — y » 
n=:y et r=i , on trouvera 

A . i.aA(A+i) i,2.3A(A+0(ATt-a) i.a-34A(A+0(A+a){A+3) 

Cette série , remarquable par sa forme , et qui a l'avantage précieux 
de pouvoir être rendue convergente à volonté, dans tous les cas, 
ne renferme que les quarrés de _^, ce qui est exigé par U nature 
du problème. 

7. Indépendamment du calcul des factorielles , on peut y pan'enir 
immédiatement de la manière qui suit. Faisons ' 
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en posant siicccssîvcmenl y=i, a, 3, 4,.... on «ora 






d'oi, par nn calcul très-facile, on déduit pour\^ , B , C,...\a 
mêmes valeurs que nous venons d'obtenir. - 

8. En multipliait celte même série par l — ^_^ ' , il doit en 
résulter ce qu'elle devient en y remplaçant -simplement la lettre h 
par h— t. Pour faire cette multiplication, considérons que •f' pçut 
6tre remplacé i . 

par i+(r'— t) 1 

par 4+(r'— 4). • ' 

P»r 9-Kr'— 9) > ' ' • 



ce qui suffit pour rendre au produit sa forme piimitlve. 11 deviendra 
alors , avec cette attention , 

■ 3"tJ— > i ■. _.^J^ 1 j 
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5i_L_+_: ! ) 

\^h+2i (A— 1}« (A+2)(A— i)»J 



aftcA+i) 



A ^ (A— D» ft(A— ,)a' A_, 



^ + -L- 



aCA+O (A— ij» (A+i)tA— D» " 2[ft— i) ' 



ce produit sera donc » en effet , 



" A— I "?^^(4— ijA, 3.3^— ijA(A+0 ~ 



COriEôrm^m^tt ^ la naftire dù'problème. 

9. 11 suit des résultats que nous Tenons d'obtenir , qu'en faisant 
y égal à un nombre entier quelconque., positif ou négatif , le produit 
P , continué h l'infini , est Toujours une quantité entièrement ration- 
nelle, quel que soit h (*). Il s'ensuit encore qu'en faisant y égal 
à A plus ou moins un rupmbre entîep- quelconque, ta valeur de la 
série , développement de P , est constamment zéro. Nous remarquerons 
encore que , lorsque h est un nombre entier quelconque y cette 
série est égale i ', multiplié par quelque facteur entièrement 

rationnel ; et que , lorsque^ est un nombre entier, plus la fraction ~ , 
celte même série eit toujours , un multi|Jla de Cos.w;j'. 



(*} Pourvu cependanl^que h ae^SQÎt point un nombre enlkr négatif. 

J. D. G. 
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10. EfTectÎTement , faisons, dans les théorèmes pr^éâens> ^=1; 
noiu aurons , d'un côte ' ' 

(-Ç)(-^)(--Ç)(-^)-- 

produit que l'on sait être ëgal" 3t — ^ , et de l'autre la s^rie 



' t "^ 14 1.4.9. -■4.9.16 - "" 

On peut aisëment vëriBer que cette sërie s'évanouit , en effet , pour 
toute* les valeurs entières de y. Mais il importe de nous assurer, 
par un exemple, que cette série est efiectivemeQt' applicable à toutes 
les valeurs fractionnaires de y ; de plus , nous devons montrer que 
la série est convergente à volonté. Cherchons , en conséquence , d'après 
cette même série , le sinus de l'angle de 66.°3€' , égal- à 0,37» y 
ce qui donne ^^0,87 ; et 



:,-=-l-o,i369 , 


y'— 16=— i5,i369 , 


^»— 1= — o,863i , 


J-— a5=-î4,i369 . 


y._4=_3,863. , 


^■_36=— 35,.369 , 


r*— 9=8,863i f . 




On aura de plus 




ï— ^y^sOjBeSiooo , 


1—^=0,9945240 , 


I— y =0,9657750 . 


' »-^=<''996"97^ 


i_.Ç.=o,9847889 
9 


, 1—^=0,9972061 


'-75=0,9914438 


. >— ^=0,9978609 


«t par coQsëqaeQt 
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Somme =9.9043639 , 

Log.o,37=9.568aoi7 , 

I*g.- =0,4971499 » 

Somme ^=9^697155 . 
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Log. f I — — 1=9.9360611 

Log.^i— i- J=g.993343a 
I*8-('— ^1=9-9962680 

Lo«('-^)=9-99«7849 

^*('~64)=9-999''7''° 
Ainsi , le logarithme du produit des facteurs de Sin.66.*36' , jusqu'au 
facteur i — — inclusirement , est 9.9697155. Le produit des autre» 
facteurs ejt 

(-i)(-£)(-^) 

continué i rindni ; c'est-à-dire , la série 

à aA(A+i) a.aÀCA+0(A+jiJ "*" 

en y faisant y=o,37 et A=:g; 
or> en posant 
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A^Ç , . 


-"■ 5(4+4) ' 


-=-^- --i^- 


3(4+=) ' ^ 7(»+6) ' 


D C.'^""^' : 


4(*+3) 


tette sërie se réduit à 


i-A-B-C—D~E-F-^G~»,.* i 


•t l'on a 


J— . ',i^-g =:o,Oi52iIl , 




£=°-^-rf=o,ooo6564, 




C'= Y~ 5— 0.0000768 , 




Ihs -^ — i-C=o,ooooi4a » 

4.1a 


Somme =o,< 


£= ' ' ' D=o,ooooo35 , 




F~ î^2^£=o,oooooio , 
6.14 





G=' 



7.i5 



Ainsi le produit de tous les facteurs' ultérieurs de la valeur de 
Sin-ee-^SG' est 0,9840367 , dont le logarithme 9.99301 13, ajouté au 
logarithme déjà trouvé 9,9697155 , donne 9.9637268 , pour le 
logarithme de Sin.66.''36' , «xact à deux imités décimales da dernier 
ordre près. 

II. Faisant, dans la mém« série, ^=;} ^^ aura; d'un câté^ 
le produit 

Tom, m 46 



dt^Goo^lc 
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que nous savons $tre ëgal h Cos.wy. De l'autre , nflus aurons la séné 

' I "*" 1.3.1.3 U3.3...3.5 "*" ' 

laquelle exprimera aussi consëquemment Cos.wy , et sera efTective-* 
ment applicable » dans tous les- oas particuliers. 

12. L'objet principal que nous, nous proposons dans ce mémoire 
«t dans ceux qui le suivront, c'est de décomposer toute suite infime 
proposée "'' ' 

I — ay'-\-hy^^cy'-\-dy'— .... 
•n facteurs de l'une ou de Tautre des deux formes 



dans les cas où cetjle décomposition est efTeclirement possible. Ces 
cas sont beaucoup plus fréquens qu'on ne le supposa ordinairement; 
les problèmes les plus difficiles et les plus importans de mécanique 
«t d'astronomie , inaccessibles aux méthodes ordinaires , conduisent 
finalement à de pareilles séries, et se trouvent ainsi réductibles à 
nos facultés numériques. Dans c^tte vue , nous nous proposerons les 
problèmes préliminaires qui suivent : 
i3. Essayons de réduire le produit 

au .langage des factorielles ; nous trouverons 

^■{j,._, )(^_4Hr'-^9.1--îr"-(»-r-)'! =.)'.()'-n+i)'-l". 
Appliquant le théorème binomial à la factorielle 

.lie deviendra 

ly—(a—,)]"-'f=y"-^f—^(n-i)y"-"- 

■ an^"! a" — a y' s, ï ,„_,i, 

^ _-. _— (n— i)(n— 2)y—ll' 
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3A-*T an— a an— 3 . >, . ., 

— - — . . _— (n— i)(n— 3Xn-3)^"-'l> 



Pour multiplier cette s^rie par y , remaujuons que 
y.y"-l'=jr" "—(2n—i).y"-" , 

y.y"-"' =y'"-'l'—^:sn—3).y"-«' , 
y.f'»-'l'=)-'"-il'— (an— 4).y'"-<l' , 



aa moyeu, de ces réductions , du trouvera 



-n(/i— i)y»"-»l' 



î .^^rt(n—i)(n—2)y*' 



m — 2 an — 3 an— 4 / ,/ ^/ ». ,_ ,,. 

— - . -j- . -^n(/,-i)(B-2)(n-3)^"-4i. 



L'application aux cas parlïculiers de l'exposant n est facile. Comme 
la formule, finalement développée, ne doit renfermer quelles puls.- 
sances paires de ^ , et qu'ainsi les tertnes qui composent le« c,oeffi- 
ciens des puissances impaires dtnvent tous se détruire mutuellement» 
il en résulte une suite de théorèmes particuliers que nous laissons 
à découvrir au lecteur. 

14. 11 peat importer de connaître le Ic^aritlunc natorel de la 
fonction 

p.. C'-yy" . 
h'i' ■; 

Ou trouve, par les formules connues., , 
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Cette «xpression est réductible en sërïe de la forme 

-Lo6.P=^il+B^+C^+B^ + 

dans laquelle on a 

6^*~ A ~ W ~ 5AS ~ 7*'. 
/- * , , . 3B» . 5GB4 . 4aoBa , iSjSB, . 

Sj f B^ t Bf ,.... étant les Nombres de Bernoulli. La convergeiice 
de ces séries dépendant de la grandeur du nombre désigné par h, 
elles peuvent être considérées comme convergentes k volonté. 

i5. Il a été prouvé, en son lieu, que le théorème binomîal est 
applicable aux factorielles. La fonction 

■ K"' ' 
adtnet an thëorime parfaitement analogue. Pour l'exposer , arec clarté , 
désignons par A, B , CyD^.... respectivement les facteurs y* , 
y— I , y"— 4 , ^"—9 ,..••; et par JV , , P , Ç ,. . . . les facteurs 
y— n', y—(n+i)', y_(n+s)', y— (n+3}' ,...., de maniera 
qu'on ait 

A=y -, lf=f-n' : 

S— y* — I j o=y*— («-t-i)* , 
C=y'-i , /'=y--(n-|-2)' , 

£=/■— 16 , R-y'—(tt-\-4y , 



ex Vo/ez [» précëdeiu mémoires. 
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Proposons - non* ensuite ie développer le produit USCD en 

une série delà forme NOPq....+aNOP ....-t-iNO....+cN.... 
-f-^.... + 't.. ; on voit que les coefficîens a , 3 ,1;, df — doivent 
nécessairement être fonctions , tant de n que du nombre des fac- 
teurs du produit ABCD..,. On voit de plus que , si le nombre 
de ces facteurs est fini > celui des termes de la série qu'on demande 
le sera de même. Voici les formules générales qui contiennent la • 
solution du problème ; on trouve 
Pour un facteur : A =JV+n*. 

Pour Jeux facteurs : AB=VO+l^{n+i)nN+{n+i)n'(fl—i). 
Pour /roiV facteurs: ABC—N0P+3{n+2.)iiN0 

-|-3(n+3)(n+i)» (n-i)N 
+ (n+2X«+>K(''-i)(n-2). 
Pour ^jialre facteurs : ABOD=NOPQ+4(n+i)nlfOP. 
4-6(»+3X/>+2K"— O-Î^O 
+4(n+3)(n+2.Xn+i)nX''-')(n—^)If 
+ (»+3)(»+s)(»+i)«-(''-')(«-aX«-ïi- 
Pour cinç facteurs : ABCDE=NOPQR 
+ h{n+^)nNOPq 
+io(n+4XB+3)n(»— i)iVOP 
+ioCn-(-4)(»+3) (n4-î)n(n— i) (n—2)N0 
+ 5(n+4){i>+3) (n-4-2) (n-t-i>i («—!)(«— 2)(n-3)iV 
'+ (n+«n+3) (n+2) («+.KC«-l)(n-i)(/i_3)(/.-4).. 
et ainsi des autres, 

16. La loi de ces séries est manifeâte. En exposant la in<!thode 
qui m'y a conduit , j'en aurai donné la démonstration. Supposons 
donc qne , de JSCDE , on veuille passer à ABCDEF. On a trouT^ 
ABCDE==NOPQB.+aNOPq+bNOP~\-cNO+dN-\-e. 
Les coeificiens numériques sont de simples produits de facteurs 
décroissans , depuis n^^ et . n , et multipliés par les coeificiens 
de la cinquième puissance du binôme. Il faudra multiplier tous le) 
termes de cette expression par F—y*—%^. On reonarqucra que 
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F=f— n- + »■ — 25 = JV-|-(n+5)(/i— 5>; 
^=y-(n+.)"+(n+i)--25=0+(<.+6)(»-4) j 

/'=/'—(''+=)'+("-•-=)"— ■=5=-''-K''+7)(»— 3) ! 
J'=y'_(n+3)'-Kn+3)"-35 = Ç+(»+8X/l— 2) s 

>=j.-— (n+4)'-Kn+4)"— 25=7î+('>+9Xn— >) ! 

/•=j'— (»+5)'-Hn+5)'— 25=4+(B + l0>. 

On multipliera par la dernière de ces valeurs de F le produit 

NOPQR ; par Xavant-derniére le produit NOPQ , et ainsi des autres. 

Ije produit demandé prendra ainsi ta forme d'une série telle que 

^BCD£r=WO*QilS-H'IÏ0i'Qn+*'NOPQ+«'KOP+<i'W0+«'K+/, 
dans lequel on aura . . 

*'=4-K'.+9Xn-.)a , 
<:'=of (n+8)(n— 3)« , 

e'=e+[a+6){n—i)d , 
/=(n+5X«-5> i 
«e qui donnera 
«'= 6CB+5)» , 
J'=i5(n+5)(n+4)n(fi— O , 
<(=ao(n+5)(»+.4)[n-|-3»(ii— 1)(«— a) , . 
d'=iS(n+iKn+iKfi+iKii-i<')Hn—') (»— aXn— 3) , 
«^ 6(n+5)(a+4)(ii+3)(»+»)(n+i)ii (n— i)(n— a)(ii— 3)(«— 4) . 
/= (ii+5)(ii+4)(n+3)(n+î)<n+I)n>C>i— Od— a)(n— 3X1— 4)("— 5)- 
Ht ainsi des autres. 

1 7. Four approcher du but que nQus nous proposons , essayons 
de transformer la série 

ii+iï-+cr'+dx'+ey'+/y"+ 

en un autre série de cette forme 

. ^+iyu^^y,(y.-,■,+dy.(^^lX,•—il-^^,'(,•-lKr^i1(y'-Çl>+^~ 
En - désignant l'une et l'autre sortes, par Ty , .on aura 
Fo=a' ; 
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F3=<i'+èS'+72£'+36o<f' ; 
F4=<i'+i6*'+34o<^+288orf'+20i6oe' j 
F5=<i'+35i'+6oo<^+i26ooi?+30i6oo«'+i8i44oi)/' ; 

et l'on trouvera facilement, d'après cela , 
fFo 



•="( 61 ~.lSi."'"a!41 33! j • 

!F4 R , Fa Fi {Fol 
■8r-;v!+.-i6!-3-!5r+srr 

•' ~'i io!~i!9'. a!81. 3!7l 4'-6'. 6151 j ' 

résultats dont la loi est ;nanifeste. 

i8. La détermination des fonctions Fo, Fl , Fa ,.••• ""> 
Fo=<i , 
Fi=ff+ «+ c+ <H- »+ /+■•■••, 

dépend , en gënëral , de la sommation de la série ' 

mais il y a des cas très-nombreux où la valeur de cette série pat 
connue pour toutes les valeurs entières de j- ; et , dans ce cas , la 
transformation qui nous occupe ici ne saurait présenter de dimculté. 
19. En particulier , si cette série est nulle pour toutes les valeurs 

entières de V, les valeurs des coefficiens h* t c' , df se rédui-. 

ront À leur dernier terme. Tel est le cas de 
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Bm.wy _ «y "f> ■^y ■ , 

oa a alors 

<,'=! , J' = -- , C^+-^ , i'= 1-,-...-. 

et il en résulte 

^"■'■'' — , ■)" I ■>" ^'-' y J"— ' y—* I _ . 

•T ' « ' 4 • ■ 4 ■ 9 ' 

série qui est ce que devient la série générale (6) , dans le cas de 

Â=l } elle sera donc égale au produit infini 

(-^)(-f)(-f)(-^)- 
30. Appliquons encore nos règles générales k la décomposition en 
facteurs de la série 

cos.^=,_;ï:+j:i!l_ 



1^.34 1.3^4.5.6 
au cas que cette décomposition soit possible. On aura Ici Fo=<4-l 
et il en sera de même de toutes les- fonctions paires F2 , F4,>->>; 
tandis qu'au contraire les fonctions impaires Fi , F3 > F5 , . 
égales a — i. On trouvera « d'après cela 

2 Â 8 16 

G>mparant ces valeurs (6) aux coeffictens 



on Terra qu'elles coïncident , dans la supposition de ^=s;. La série 
proposée sera donc égale au produit infini 

(-^)(-B(-»-f)-- 

30. La dernière application que nous venons de faire de notre 
méthode laisse 8u£^mmeQt apercevoir le caractère distinctif dca 
séries de là forme 
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c+ly+cy>+Jy'+ey'+/r"-\- 

dëconiposables en un produit tnAni , tel que . 

On To'it en effet que les coefHclens a, b^ c,.... étant donnes j il 
faut d'abord calculer , par leur moyen, les GoeJBcîens a' , b' / r*,..-, 
de la série 

et tant que , par une 'détermination convenable àe h , on pourra 
faire .coïncider avec ^ux les coefficiens gënérayx 

' ' A * "" i.3A(^+i) * i..j..àlnjt-ji-i,ijt-^i)'''" 

on sera certain que la dt^composition est possible , et on connaîtra 
tout ce qui eit nécessaire pour l'eflectuer. 

21. Mais il importe de remarquer qu'il y a une infinité de cas 
oii .la décomposition est très-possible , sans, que sa possibilité' se 
manifeste par les caraciiïres que nous venons d'indiquer. Cela a lieu ^ 
lorsque la série proposée est le produit de deux ou d'un plus grand 
nombre de produits infinis de la forme 

\ hSi (A+O'i* {A+>)M< (A+3)»S 

dans lesquels la'valeur de h varie , d'un produit à l'autre. Pour frayer 
le chemin qui conduit à cette recherche., vraiment intéressante , propo- 
sons-nous le problème qui suit; 

32. Essayons de multiplier entre elles les deux séries , 

•'4*jH<r'C7*--^0+J'/'(j'»— !)(:)'•— 4i-K)''Cr'—'>(^>— 4)0''— 9>+-'-; 
il est toujours possible (8) de réduire leur produit à la forme de 
ehacune d'elles ; en représentant .doeo- ce produit par 
-<+BrM-CyV'— O-Kîr'f^^OCj-'— 4>|-%'H^'— i>(J''^>C3''-9H-..:î 
les suppositions particollères de ]i-=o , i, 3> 3, 4^,...., donneront 
* ïom,JJI. 47 
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La suite nous fournira l'occasion de continuer ces valeurs Ji volonté 

23. Appliquons ces résultats généraux au cas des séries qui résultent 
du développement des deux expressions 

On a 

JJIl 

11 sera possible de donner au produit de ces deux séries la forme 

et les coeQicienl A t B , Cf.,., auront la forme . Irès-iemarquaU* 
que voici : 



A/u » 


mJ-l' 


y 1 r'<j"-o 

4 "^ ».*(*+,) 


j"(3-— i)(j"— 4) 


a.3*c*+0<*+") 




a.3mCm-f.i)Cni+3) *"" 



5= 



(A-t-m— OCA-(-ffi)" 



2.iA(A+i)(A+2)in(n»+i>(ni4.a) * 

24. liC théorème que nous venons d'exposer est tr&a-Traî , en 
gëuéral. Toutefois nous ne saurions dissimuler qu'en l'appliquant i 
certains cas particuliers , qui paraissent en faire une exception for- 
melle, on s'exposerait à une suite de conclusions extrêmement para- 
doxales. Supposons d'abord h-\-m=At ; celte supposition rend nuls 
tous les coefBcicns A t B , C ,*..., et paraît conséquemment réduire 
.\ l'uniLë le produit 
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toutes les fois qae h-^m = i , ce 4jui permettrait de remplacer m 
par I — h. Cela est (rès-vrai , tant ^ue A est un nombre entier. 
Oo a alors 

(i_^yi.=(A^)(^_y+,) (j-i) , 

^'i'=4(//;^i) (*+r-") , 

(m—xY" =(-A— r+0M-r4-2i...(— //) , 
m"'=(-A4-i)(-*+2) (-A+r) ; 

et il est tràs-clalr qu'en divisaut le premier produit par le second 
et le quatrième par le troisicme , les deux quotieni seront identi- 
quement les mêmes. Mais sera-t-il permis d'étendre ce théorème, 
très-évident pour des nombres entiers , à. des valeurs fractionnaires 
de^ et de m ? Supposons l'un et l'autre égaux, à un demi , on aura 

d'oà U r^&ullerait ^ue fe ^uarré du cosinus ie tout angle quelconque ^ 
et par conséquent ce cosinus lui-même est égal à l'unité. 
35. Supposons, en second lieu , A=i , in = i ^ nous aurons 

jh—y-^f' _ i'"—y'^' _ sin-»r , 

ainsi la formule » appliquée k ce cas- particulier » devrait donner 
pour produit ■ ■ ■■ . Cependant » comme dans ce même cas^ on a 
h-hm — 1= I , les coeflïcïens. ^, B , C , D t-,.. dcrienuent respec- 
tivement 1 , i. ;, 77,...., la série qui dcwt représenter le produit 
détient identique avec celle qui exprimerait chacun de» facteurs. 
On aurait donc ainsi Sln..w^=a'y- ; proposition qui. n'est admissible 
que dans le cas d'un angle infiniment petit , et qui est élroïtemenL 
liée avec celle du n." précédent Cos.v^=i. 

36- Ces conclusions paradoxales n'oient rien à la vérité ^ el métnc 
à la généralité du théorème. Il faudra apprendre la manière de 
s'en servir, et sur-tout distinguer Tes cas dans lesquels il prcsenfera 
les restrictions que les conditions particulières du problime rendent 
indispensablemeni nécessaires.^ En; laissant à- nos lecteurs le scia 
provisoire de déchliTrer ces énTgmes » nous devons- prévenii qu'elle» 
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seront l'objet du mëmoire suivant, et que nous espérons d'en donner 
une solution satisfaisante et complète. 

FONCTIONS CIRCULAIRES. 

Deveîoppemens , en séries , des sinus et cosinus suivant 
l'arc y et de lare suivant sa tangente ; 

Par M. Gebgonwe. 

I. Lje sinus d'an arc variant de signe avec cet arc , sans varier 
de grandeur absolue ; on est autorisé à supposer 

SIn.3:t=^j-f5jr*-+.C^i+i>:r'+ j (,) 

et conséquemrncnt 

Sm.y=Jy+By^-\-Cy^+Df-\- ; (2) 

sin.H^-r)=^[7(^-r)]H-^[7C*-r)]*-K.. (3) . 

Sî l'on substitue ces valeurs dans l'équation 

Sin^ — Siii./=2Cos.Y (j+j')Sin. j (x — y) , 
les deux membres de l'équation résultante seront divisibles par \(x^y) , 
et y en exécutant la division , il viendra 

{^H-5[;(:r_y)]'+C[:(*-r)]*+--iCos-i(^r) = 

Si, dans cette dernière équation, on fait Y~^ * ^'^^ se réduira ik 

^Cos.ar=^+35:r'+5C**+7i?**-+- î (4) 

on aura donc aussi 

wcos.r = ^+35j '+5 cr*+7Z>r<+ (5) 

substituant les valeurs de Cos.jr et Cos.^ , données par ces deux 
équations, ainsi que celle de Sin.;(,ar—^) , donnée par l'équalton (3) , 
dans l'équation 

Cos.y— Co8.a:55aSin.i(j:4:J')Sin.i(jr— j') , 
les deux membres de l'él^uation résultante seront divisibles par \(3C.^Y)t 
et y en exécutant la division , il viendra 
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Si , dans cette dernière équation , on fait y=^x , elle (teviepdra 

A'S\n^x=~~!i.'iBx—4.bCx^—Q.-jDx^— i 

mais l'Àjuation (1) donne 

A^SMa=A^x-\-A^Bic^-^A'Cs^'^ ; 

«n aura donc 

—2.35=^' , — 4.5C=^'5 , —e.7D=:A*C ,.;, 
et par conséquent 

i.a3 ' ^i.a.3,4.5 * ij.34.5.6.7 ' •■* ' 

donc enfin (i et 4) 

*~"ï 7l3 1^3.4.5" 1,2.54.5.6.7"'"' *■• 

„ A*x» , A*x* A^xf 

Cos^=l — 77TT+*"- 

1.3 1.3.3.4 i-3<3.4>S.6 

Il est d'ailleurs facile de prouver que la constante A doit être égale 

à l'unité. (*) 

H. La tangente d'un arc variapt aussi de signe avec cet arc , sans 
Tarier de grandeur absolue ; on est autorisé à supposer 

cr=:^Tang.ar+J9Tang.»j>+-CTang.»;F+ j <6) 

oa aura donc aussi 

^=^ang.y+5Tang.V4-CTang.»y+....î ' (7) 
ar-y-„n'ang.(;r-;r)+^a"S*(*-r)+-. . (8) 
Si l'on égale la valeur de s— y donnée par les équations (6 et 7) 
\ celle que donoo l'équation (8) , en mettant en évidence le facteur 
Tang.T — Tang.^ > qui affecte l'un des membres de l'équation résul- 
tante , îl viendra 

Crang.*-Tang.^){^4-fl(T8ng,'4>+.TangjTang.j'+TaBg,»^)-K.} 
«Tang(*— )')|^4-^,ng.'(*--j')+CTan5.»(j:.r>4-. .-I; 
mais on a 

O Vo^BK I* Théorie dt0 /oattioiu analUifVtit > ~ ' .. , 
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T>ng.at— Tang.y=(i+Tang.»Tang.j-)Tang.(«— y) , 
substituant donc , et supprimant le facteur commun TaDg.(x—Y) , 
on aura 
( 1 +Tang.apT»Dg.y) S ^+B(Tang.'H-Tan6 jTang.y+TaDg."^)+„ J 

= ^+BTang.'(^-r)+CTan6.'(»-;^)+. . . . j - 
posant alors y=^x , cette étjuation deviendra simplement 

^ = ( 1 +Tan5.>:r) \ /<+3aTang.' j+5 CTang.'i-f- . . . . } î 
ou y en d<ivcloppant , 

A^A+iB Tang.'x+5C | Tang.'i+jD | Tang.'i+. ..." 

, + A +Zb\ 4-5c1 

donc 

3fl+^=o , 5C+35=o , 7l3+5C=o,... i 
d'oi 

donc enfîa (6) 

x=v^(Taiig^ — ^Tang.*j+7Tang.*;r— ...0; 
ott parviendra d'ailleurs facilement à s'assurer q»e la constante A doit 
£tre égale à l'unité. 

GEOMETRIE. 

Recherche de la distance entre les centres des cercles 
inscrit et circonscrit à un même triangle ; 

Par M. Garnier y docteur es sciences , ancien professeur 
à l'école polytechnique. 

au rédactedr. des annales , 
Monsieur ^ 

X^A. lecluE» de to» Annales me, laisse le regret de n'aToir pat 
cooma plutdt cet latéiessant recueil ; il m'aurait servi à am^libiet 
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' quelques tb^ries de la première section de mon algèbre ; mais cnfîa 
je l'exploite au profit , tant de la seconde que de \^ Application de 
Falgèhre à la géométrie , et des réciproques , ouvrage dont je 
prépare de nouvelles éditions ; ainsi , Monsieur , vous voyez que îe 
serai de beaucoup votre débiteur. 

Je ne sais trop , Monsieur , si vous consentirez à revenir sur une 
question déjà traitée dans le tome i .*' de votre recueil ( pages i ^g - i SSV 
11 s'agit de l'expression de la distance entre les centres des cercle» 
inscrit et circonscrit à un môme triangle. Il me semble que le procédé 
que j'ai l'honneur de vous adresser se recommande , par sa simplicité. 

Soient j4 , B , C les trois angles <lu triangle proposé j soîAit 
respectivement r et R les rayons des cercles inscrit cl circonscrit î 
soit enfin D la distance entre les ceiitres de ces cercles. 

£n considérant D comme l'un des cdtéis d'un triangle dont le 
sommet est en ji , observant que les deux autres côtés de ce triangle 
sont R et ^.^ ,^ , et que l'angle compris est ^(B—C) ou 7 (C—B) ; 
en trouvera , par l'équation fondamenUle de la trigonométrie rectllignq , 

En transportant le sommet de ce triangle d« .^ en ^, on aura 
semblablement 

2rRCosr-(J~C)S\n:'-B=r^+(R^—D^)S\n.'^B, 
Betranchant celte dernière équation de la première, il viendra 

2rn{Cos.k(.B—C)Sio.^A—CQS.^XA~~C}Sm.lBl 

t=(iî'— I>«)(Sin.'7^— Sin.»iS5 j 

or , -, 

Cos.K5— OSin.f ^— Cos.7(^— C)Sin.^ 5=Sm.i(^— 5)(Co«.^ C 

== Sin. i (^— 5)Sin. i (^4-5) 
=»in.*;^^Sin.".'fi î 
on a donc , 5i!n])Ienienl 

Paris, le 16 novembre 'r8l3'. 
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TRIGONOMÉTRIE. 

Démonstration de quelques formules de trigonométrie 
rectiligne et de trigonométrie sphérique; 

Par M, Gergomhe. 



S- I. 

Soient désignés par "«, 5, c les trois côtés d'un triangle , soît 
rectiligne soit sphéritjae, et par j4 , 5, C*\e$ angles qui leur son! 
respectivement opposés. 

S'il s'agit d'an triangle reçtïligne, on aura 
ibcOiS.A:=^b*-\'e* — a' » 
.; 243cCos.B=:a*-N:" — b' . 

Si Ton prend auccessivenient la somme et la difFéteoce de ces deux 
équatîuiuV '' viendra en réduisant 

aCos.B-\-hOiSui=^e , 
<(fl.Cos.J— M>>s.^)^^* — b* . 
Multipliant ces deuK derniers , membre i membre , et réduisant ensott» 
sa aura ^ ea transposant ^ 

*'(i— Cos.'^=fl'Ci-Cos.'5) , 
«n b'Sia.*A~a'Sin.*S , 

•u enfia ASin.^=tfSin.5. 

SlI s-'agit Jun Imngle sphérique on aura 

Sin.3SinH!)os.^=Cos.â — CQsbCoa,£ , 
SiaMSin.cCo6.B^CoStb — Cos.aCos.c . 
Prenant successiTement la somme et la diilërencc de ces équation» , 
U viendra . ' , 

âin. 
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Sin.<S!n.oCos.B+Sm.iCo!.//) = (i— Cos.i:)(Cos.H-Cos.o) , 

Sin.<Siii.<iCos.B— S;n.4Cos.^)=(l+Cos.c)(Co».J--Ck».o) .' 

Multipliant ces deux dernières équations , membre à membre , en 

obserrantque (1— Cos^)(i+Co8^)=l— Cos.VsSin.V, et dirisant 

far 5in,V , on aura 

Sin.»oCos.*5 — Sin.'^Cos.»^=a£os.'i — Co».'a=Sin.*tf Sin.»^ 

ou , eu tianspoaant , 

Sin.'<(i— Cos.'4=Sin.-o(!— Co«.'S) , 
»" Sin.'<Sin.'^=Sio."<iSin."Jf , 

ou «nlin Sin.*Sin.,<=Sin>oSin.S. 

Cette manière de déduire des équations fondamentales 'la propor- 
tionnalité des sinus des angles aux ccjtës opposés, dans le triangle 
ttctiligne , et aux sinus de ces ccjté» , dans le triangle sphérique , 
me paraît remarquable par sa simplicité et son uniformité. 

S- II. . 

Conserrons les mêmes notations que ci-dejsus , et soit posé , en outre , 
Dans le triangle rectiligne , on a , sans aucune ambiguïté de signes , 



Si„.kA=j/^ 



.Sin.l/?:^yy^ (— 'X—S 
On déduit do U . 



Cos.i^=ï/''ifr2 

Cos.J»=^^, 

Cos.;c=ï/iO,- 



Sm.i(M±B)=:am.iACos.iB±C<a.iASia.{B= 



c«— »)±(>r^) 



^ 



Cos.i(^±«)=Cos.MCos.;S4:Sin.;^Sin.!S='.Sr2r/52JO 
, .; ' r ai • 

c'est-à-dire, 

Sin.K-<±5) = ^:=2|2=l'c„s,jC,C..;C^±S)=2£=2sin.fï',- 
Tom. m. ' ^g 
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prenant successirement les signes supérUurs et les s^aes Inf^riours , 
en ayant égard à la valeur de 5 , et réduisant , U viandra 
Sin.7C-^+5) = Cos.7C , 

■ .Cos.f(-4+5) = Si(i.fC . 

S\a.^(A—B)=" — Cos.^C ', 

Cos.f(^— 5)=^Sin.iC . 

Ces formules sont , pour les- triangles rectilignes , ce que sont , pont 
les triangles sphéri^ues, les forioules de^ MM. Gauss et Delambre» 
démontré^ par M. Servou^ 4 la page 84 da second Tolume de;ce 
recueil. 

£n' dirisant succassirement la première pai la seconde > la troisitoia 
par la quatrième, la première par la troisième , et la wcwde par 
la quatrième , il vient 

Tang.i(^H-5)=Cot.îtf , 

' ; ' Tan6.K-rf-5)=^Cot.^C, 



«-* = 
'«+* = 



Co>.K^— B> ' 



Cet demftres^ formulât sont exactement , pour les triangles rectilignes , 
ce que sont les j^«j/o;«>/ de..Néper poM lêstriaïiglM sphiriques. 
Dans te triangle sphérique , on a» sans«ucune ambiguïté de signes ; 



«-M=^ --'^r' r ^'-'^=7^ 



S injSin.(j— â) 



^ Sin-cSui.a. ■ ^' 

Sin.}e=7/Ë 

q» diiJnit dr U. 



SinjSin.(i— *) , 
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Sin. i!A+B)=Sm. î JCos.iS+Co>. i A&\n. iB= ^"•"~*'~^"-" jy^i^ 

~ &"■« r^ Su. 

Cos. i (A+B)=Cos. i ^Cos.;B5:Siii. ; ^Sin. ; B= ^°'^^°'"~". l/ sin(,-.i5i 

1 . (.. . / v_i- n\ Sin.tJ— J)±Sin.fj— a) 

m bwn, Sm.i(A±a)= ; ; ,~. , iCos. i C , 

Cos.r(.^±iS)= ^ , ^ : , . SiD. ; c . 

30III.7CCDS.7C 
En prenant success'iTement les signes supérieurs et les signes infé- 
rieurs , sç rappelant qu'en général 

Sin.j--|-Sin.j'=3Sin.i(x-ï-y)Cos.:(j— y) , 
Sin^— Sin.y=aCos,j(j:— j^Sin-j^j—y) . 
et,faisaB.t attsDtion k la valeur de J^, il Tiendra 

Sia.i(A-JB)p.^i!::^^ .Cos.;C , 



c„s.;(^-B)=S::iiiî±5-'.sin.;c. 

Gu'formukf sont celles de MM. Gauss' et Dëlambré; dont'Ua^té' 
question ci-dessus. 1 

En diTÏsanf successÎTeateat la [«emière par 1* trmsième , là seconde 
pkr la quatrième , la quatrième par la trmsième , et enfin la eeeoiidâ'- 
par la première , il Tient 
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Cette maniire de parvenir aux Analogies de Néper , outre son extrême 
brièveté, a donc encore l'avantage de donner, chemin faisant, d'autres 
formules ut^cs. 

Au moyen de ce qui précède ^ et de ce qu'on sait d'ailleurs , la 
trigonométrie, analitique , tant rcctiligne que sphérique ^ me paraît 
pouvoir être réduite au plus haut degré de simplicité et de symétrie. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problèmes de Géométrie. 

Un peut appeler Angles polyèdres é^uivalens ceux qui contiennent 
un même nombre de fois un certain angle polyèdre » pris arbitrairement 
pour unité ; ou , ce qui revient au même , ceux qui, ayant leurs 
sommets au centre d'une même sphère , interceptent sur la surface 
de cette sphère des polygones sphériqaes équivalens. On peut en dire 
autant des Angles coniques , considérés comme- angles polyèdres d'une 
infinité de faces ; le cône pouvant être d'ailleurs d'une nature quel- 
conque. Ces an^eit coniques , sous le rapport des portions de surface 
sphériitue Qu'ils interceptent , peuvent donc être - comptfr^ , soit 
entre eux, soit aux autres angles polyèdres. 

■ Ces considérations . conduisent au problème suivant : Qu6l est 
U lieu des sommets de tous les cAnts droits et obliques ' çui ^ ayant.- 

pour base commune un mime cercle donné , oni leur angle comique 

du sommet éqmealent à un angle polyèJre donné ? 

Au lieu de demander que. les angles coniques au sommet soient 

équivalens à un angle polyèdre donné ; on pourrait demander que 

l'angle plan formé par le développement de chaque surface conique , 

fût égal i un angle plan donné ? 

On pourrait aussi étendre .ces recherches à àts pyramides ou \ 

des cônes de toute nature, ayant pour base commune un polygone 

ou une courbe fermée quekop4[ue ? 
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 

Essai sur la théorie des parallèles ; 
Par M. Gergonne. 



(Jn trouvera peut-être qu'il y a une sorte de tëméritë à revenir 
de nouveau sur un sujet où ont ëchouë , depuis Euclide , tant 
d'Illustres g<iomètres. Aussi , quoique je fasse usage , depuis plus 
de huit ans , de la théorie que je vais développer , je n'aurais 
jamais songé à la rendre publique , si je n'y avais été forte- 
ment encouragé , en apprenant de mon estimable ami , M. Servois , 
qu'il était parvenu depuis long-temps y de son c6\é , à une théorie 
toute pareille. Sans prétendre d'ailleurs que cette théorie soit absolument 
inattaquable , elle me parait da moins incomparablement plus courte 
et plus simple , et tout aussi rigoureuse , que tout ce qu'on a publiiE 
jusqu'ici sur ce sujet. 

1. LEMME CONNU. Par un point donné sur un pian , on 
peut toujours mener une perpendiculaire à un$ droite tracée sur 
ce pian , et on ne lui en peut mener qu'une seule. 

2. DÉFINITION. Deux droites tracées sur un même plan sont 
dites parallèles , lorsqu'elles ne peuvent se rencontrer , tjuel<jue loin 
et dans quelque sens qu'on les suppose prolongées. 

3. Corollaire, Donc (i) deux perpendiculaires à une même droite; 
dans un même plan , sont deux droites parallèles. 

4- THÉORÈME. Par un point donné , on peut toujours mener 
vne parallèle à une droite donnée , et on ne lui en peut mener 
qu'une seule. 

Soient ÂB une droite et C un point donnés ^Ëg. i ); il s'agit de 
Tom. m. 49 
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prouver que , par le point C , on peut toujours mener une parallèle 

à ta droite AB , et qu'on ne lui en peut mener qu'une seule. 

Démonsirallon. Par le point C, on peut toujours (i) abaisser 
une perpendiculaire CD sur AB , et on ne lui en peut abaisser 
qu'une seule. De même , par ce point C , on peut toujours (i) 
mener à CD une perpendiculaire EF , et on ne lui en peut mener 
qu'une seule; et cette droite sera (3) parallèle àÂB. Donc, i.'par 
le point G 011 peut mener, au moins, une parallèle à AB. 

Reste donc à prouver que , par ce marne point C , on ne saurait 
mener aucune autre parallèle à AB. 

Admettons que, par ce point C, on puisse faire passer d'autres 
parallèles à AB, différentes de EF ; ces parallèle» devront tomber 
dans l'un ou l'autre des deux angles droits DCE , DGF. Supposons 
que ce soit dans le dernier ; on peut , par le point C , mener , dans 
cet an|;Ie , une infinité de droites qui rencontrent DB ; et îl est de 
plus évident que , si une droite passant par C rencontre DB , toute 
autre droite, passant par C , et faisant avec CD un angle moindre 
que celui que fera la première avec la même droite, rencontrera DB 
â plus forte raison , et même en un point plus voisin de D. 

On voit par là que, parmi les diverses droites conduites par G, 
dans l'angle DGF , celles qui rencontrent DB et celles qui ne la 
.lencontrent pas ne sauraient se succéder alternativement, mais doi- 
vent être séparées les unes des autres, les premières étant limitées 
par CD , et les dernières par CF. 

De toutes les droites qui , passant par C , rencontrent DB , soit 
donc CG celle qui fait le plus grand angle aigu avec CD. On 
peut toujours concevoir DB prolongée vers B , au-delà du point où 
cette droite est rencontrée par CG ; et si , par l'un quelconque des 
points du prolongement et par le point C , on mène une droite , cette 
droite devra passer entre les côtés de l'angle GCF ; en admettant 
donc que CH fût cette droite , attendu qu'elle est supposée rencontrer 
DB, on devrait avoir, d'après l'hypothèse, AngJ!)CH<Ang.DCG, 
ce qui est absurde. Donc , 3." toute droite , autre que EF , passant 
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par C ne saurait être parallèle à AB; et conséquemment, on ne peut 
faire passer par ce point qu'une seule parallèle à cette droite. ■ 

M. Legendre qui, dam le temps , a eu la bonté d'examiner cette 
théorie . y a opposé l'objectloa que Toipi : 

< Si la distance du point D à laquelle vous suppose^ que CG 
» rencontre DB est finie , votre raisonnement est exact ; mais , si 
» celte distance est infinie, comme on peut très-bien le supposer, 
» alors il n'y a plus rien à conclure. C'est la faute que j'ai commise 
n moi-inême , dans la première édition de mon ouvrage , et que je 
» n'ai pas réussi depuis ï corriger complètement par la seule 
» synthèse. *> 

Mais , de quelque poids que puisse être , en ces matières , l'opinion 
de M. Legendre qui , comme on le voit , se juge lui-même assez 
sévèrement , il me parait que son objection n'est pas tout-à-faït sans 
réplique; et qu'elle a uniquement sa source dans l'habitude oà nous 
sommes tous d'attacher une idée positive au mot infini. 

Lorsqu'on dit de deux droites qu'elles se rencontrent à une distance 
înfînie , ou l'on veut dire qu'elles se rencontrent en effet , ou bien 
l'on veut exprimer qu'elles ne se rencontrent pas ; il ne saurait y 
avoir ici de milieu. Or , j'ai supposé que CG rencontrait effecUpement 
DB ; et , quelque nom qu'on veuille donner d'ailleurs à l'intervalle 
entre le point D et celui oh cette rencontre a lieu, comme on ne 
saurait se refuser à admettre qu'une droite peut Être prolongée au- 
delà de l'un quelconque de ses points , il me parait que , dans tous 
les cas , la conclusion conserve toute sa force. 

Le tour de raisonnement que j'emploie ici n'est , au surplus , 
que celui dont M. Legendre fait lui-même usage, pour prouver 
qu'une ligne convexe est moindre que toute ligne qui , l'enveloppant 
exténeurement , se termine aux mêmes extrémités; et qu'une surface 
convexe est moindre que toute surface qui , l'enveloppant extérieure- 
ment, se termine au même contour. 

Je terminerai par montrer comment , en adoptant la définition 
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de l'angle donnée par feu Bertrand de Genève , on peut parvenir 
directement , et d'une manière fort simple , au théorème de l'égalité 
de la somme des trois angles de tout triangle à deux angles droits. 

Les côtés d'un triangle , considérés comme droites indéfinies, divisent 
toujours le plan , aussi indéfini , sur lequel ce triangle se troure 
situé , en sept régions ( fig. 2 ) : savoir , une région finie T , qui est 
le triangle luî-mtime ; trois régions infinies A , B , C qui , étant 
les opposés par le sommet des angles de ce triangle, doivent avoir 
leur somme égale à la somme de ces angles ; enfin trois autres 
régions A' 1 B^ , C/ , aussi infinies » et respectivement égales aux 
précédentes , diminuées chacune de l'aire T du triangle. 

Or, comme ces sept réglons réunies composent le plan, ou quatre 
angles droits, il s'ensuit qu'en désignant par D l'angle droit, con- 
sidéré comme surface infinie, on doit avoir 

A+B+CH-A'-f-B'+CX+T=:4D î 
mais , on a d'ailleurs 

A=A/+T . B=B'+T , C=C'+T ; 
prenant donc la somme de ces quatre équations , Il viendra , en 
réduisant et divisant par 2D 

_A £ £_ T 

D "*" D """d ^"^ D • 
eu simplement 

A ^B C 

T 
puisque la fraction — . ayant son numi^rateur fini et son dénomi- 
nateur infini , doit être regardée comme nulle vis-à-vis du nombre 2 : 
ainsi , la somme des nombres abstraits qui expriment combien de 
fois les angles d'un triangle contiennent l'angle droit , vaut deux unités. (*) 

(*) f .«.métne méthode , appliquée k ta tphite , donne l'aire connue du triante sphé- 
rique. Appliquée au tétraèdre , elle conduit aux relalions connues entre set angles 
dièdres et ses angles trièdres , et prouve , en outre , que l'espace infini compris 
entre les prolongemens des faces au-delà d'une arête quelconque , est équivalent k 
l'espace infini compris entre les prolvngemeni de* mêmes faces aihdeli de l'aréle opposée. 
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STATIQUE APPLIQUEE. 

De Téquiîibre dans l'échelîe à incendie , et d'une nou^ 
velle machine , propre à mouvoir les fardeaux ; 

Par M. Bérard , principal et professeur de mathématiques 
au collège de Briançon , membre de plusieurs sociétés 
savantes. 



\Jn a propose , il y a <}uelc[ues années , pour retirer des maisons 
embrasées les personnes qui y sont enfermées , une échelle très- 
ingénieuse. Elle présente des cas d'équilibre assea remarquables que 
je me propose ici de discuter. 

La figure i /' représente l'assemblage de plusieurs rhombes , con- 
tigus :- il faut imaginer un second système, parallèle à celui-là et 
lié avec lui par des axes fixés d'une part aux points 0,0^, O''^,..., 
et de l'autre à leurs correspondans dans le second système. Les 
côtés de tous tes rhombes sont assemblés & charnières ; et l'ensembla 
des deux systèmes forme une sorte d'échelle qui peut se plier ou 
s'allonger subitement , lorsqu'on fait varier l'angle des câtës du premier 
rhombe inférieur ('*}. La machine , placée verticalement , repose sur 
quatre roulettes À, Â^,...., destinées & faciliter son transport et le 
jeu des mouvemens angulaires des rhombes. Enfin , à la partie supé- 

(*). Chaque s;^«tèine de rhombes reuemble exactemeiU à ces pinceUes en scïer 
dont se serrent quelques fumeurs , pour retirer des charbons du feu , sans se hnU«e 
les doigts ; ou encore au sjatème de traverses ea bois sur lesquelles sont éttLlU 
des petils soldats, dans certains joujoux d'enfans. 

j. a G. 
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rieure se trouve ëlendue une toile DMiy , destinée i receToîr la 

personne qu'on veut descendre. 

Cela posé , concevons que la machine doive être mise en jeu par 
deux forces égales et opposées Q , appliquées en A et A' , destinée* 
à faire varier l'angle AOA'. Soit P le poids de la machine , que 
je suppose agir au milieu de la hauteur HR ( quoique , pour plas 
grande solidité , il soit convenable dfe faire décroître , de bas en haut, 
l'épaisseur des côtés des rhombes ). Soit M le poids de la personne 
placée en M , sur la toile. 11 s'agit de trouver l'équation d'équilibre » 
entre les forces M , P , Q, 

Le principe de la décomposition des forces serait ici d'une appli- 
cation difficile y ou tout au moins fort longue : celui des vitesses 
virtuelles vaudrait mieux ; mais le plus simple est , dans le cas 
présent , celui en vertu duquel le centre commun de gravité de 
plusieurs poids en équilibre doit être tellement situé qu'il ne puisse 
plus descendre. 

Four employer ce dernier principe , il faut remplacer , par la 
pensée , les deux forces horizontales Q , qui agissent en A et A' , 
par un poids vertical 2^. suspendu à deux cordons AHQ^ A^Q, 
qui passeraient sur une poulie H. 

Si l'on prend , ^ l'égard de l'axe fixe AA', les momens des poids 
M , P , et qu'ayant retranché celui du poids aÇ, on divise le reste 
par M-^P-^2Q , on aura la distance de cette ligne AA' au centre 
commun de gravité des trois poids ; distance qui , dans le cas d'équi- 
libre , devra être un minimum. Mais , conime la somme des poids 
est constante , U suHlra d'écrire que la diiTérence des momens ci- 
dessus est un minimum. 

Soient AH=:rï l'angle HAO=z, le côté AO de l'un des ihombes 
sd ; le nombre des centres ou axes O , O' , O^' ,,,.. =n ; la 
longueur DM de la demi-corde =f ; enfin la longueur de la corde 
AHQ=KJ. Cette longueur est arbitraire , et doit disparaître du calcul. 

On aura AH=ûCos.i: ; HO=:<iSinj ; liR=2naS\n.z ; MR 
=|/ci_aiCoi.>£; HM=2naSuiKZ— \/ci— a*Cos.>< j et HQ=i— <rCos.z. 
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On aura donc « d'après cala, i." pour le moment du poids M y 
znMaSia^ — My/ e^ — a»Coï.'i ; 
2.^ pour le moment du poids P, 

nPaSinjs ; 
3,** en£n, pour le moment du poids zQ, 
sQ(h — aCoiJs). 

Égalant donc ^ 2^ro la difFërentieUe de la diiFërence entre la 
somme des deux premiers momens et le troisième , on obtiendra > 
pour l'équation d'équilibre "cherchëe , 

|n(2jlf+P)Cos.z — aÇSin^J {/c'—^'CÔiJê—MaSin.zCos^^o. (i) 

Cette équation fera connaître facilement la valeur de la force Q » 
pour une valeur déterminée de l'angle x. Il ne sera pas aussi aisé 
d'avoir z en fonction de Q. 

Comme M est ordinairement très-petit à l'égard de P , sî l'on 
fait M=:o i on aura 

nP=2ÇTang^. (2) 

Cette équation sera rigourease, pour un moment quelconque de l'ascen^ 
sion, parce qn'alors le poids M ne chargera pas encore la machine. 

Cette machine peut rester en équilibre , indépendamment de la 
force Q. On a l'équation qui convient & ce cas , en ^sant Q:=a 
dans l'équation (i) ; il vient alors 



Le dénominateur de ïa fraction sous le radical étant esseiftiellemeni 
positif, on volt que ce cas ne pourra avoir lieu qu'autant qu'on aura 



c> ■ 



et comme , d'un autre côté y on doit toujours avoir j:<0 , d'oâf<^; 
on voit que l'équilibre ne pourra avoir lieu qu'autant que c se trouver» 
compris entre certaines limites. Si , par exemple, on fait P^o et 
n=:j , la formule (3) donnera 
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s=J/l 



d'où l'on voit qu'on doit avoir alors 2C>o et zc<,3.a. 

11 résulte encore de ce qui prcicèdc que le poids M. ne pourra 
parvenir à l'horizontale AA' , ni même s'en approcher \ un certain 
point , à moins que la force aÇ n'agisse dans un sens contraire 4 
celui que nous lui avons supposé , et alors il faudra la faire négative 
dans (i) ; ainsi , elle devra être employée alternativement , tantôt 
de A vers H , et tantôt de H vers A. 

Enfin , si l'on voulait avoir égard au frottement , on pourrait consulter 
ma Statique des voûtes , oii )'ai donné le premier des formules 
rigoureuses et générales ( Voyez aussi mes Opuscules mathématiques ^ 
problème 17 )- 

On peut déduire de ce qui précède l'idée d'une machine propre 
i mouvoir les fardeaux. CQ, C'Q', C'Q",.... ( fig. ^) représentent 
plusieurs groupes , composés chacun de trois rhombes. Les extrémités 
C ^ Cf , Q" sont fixées et liées au sol. Le fardeau P qu'il s'agît 
de mouvoir est lié par un cordon au premier centre l du pYemier 
groupe î l'autre extrémité Q du premier groupe est liée au premier 
centre I' du second groupe , par un nouveau cordon ; l'extrémité 
Q' du second groupe , est liée , de la même manière au premier 
-centre V' du troisième groupe ; et ainsi de suite. Enfin la puissance 
est appliquée à l'extrémité Q'' du deoiicr groupe. 

Il est aisé de voir que , la vitesse du poids P étant I , celles des 
poinu Q , Q' , Q'' , . . . . seront respectivement 3 , 9 , 37 , ... ; ainsi , 
s'il y a seulement 4 groupes , de 3 rhombes chacun , la puissance 
sera à la résistance ;: i :8i. 

On pourrait former les groupes de plus ou de moins de 3 rhoml)es; 
' mais je crois le système de 3 rhombes par groupe le plus avantageux. 

11 laisse aux artistes Jk jugVr des circonstances où la machine que 
je Tteos de décrire , peut être utile. 

<&ëom£:tbi£ 
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GÉOMÉTRIE TRANSCENDANTE. 

Becherche des lignes et surfaces qui en touchent une 
ir^/lnilé d'autres, se succédant suivant une loi uni/orme ; 

Par M. Gebgohhe. 



J.iA recherche des lignes et surfaces limites d'une ioSnité d'autres 
lignes et surfaces liées entre elles par une loi commune , soit par 
son étroite liaison avec la théorie des solutions particulières , soit 
par la multitude 3es applications dont elle est susceptible , peut 
itre regardée comme un des objets les plus intéressans de la haute 
géométrie. 

Cette recherche n'a été déduite jusqu'ici que de la considération des 
infiniment peUts ou des limites , ou enfin de la théorie même des 
«olulions particulières. Je vais faire voir comment , la série de Tayïor 
une fois admise , on peut la ramener , sans la compliquer davantage , 
aux notions l^s plus simples et les plus lumineuses, 

§•!• 

^cherche de la ligne gui en touche une infinité d'autres , dont 
les équations ne dij^èrent que par une constante, 
SoU 

p[x,y , ^=!F"=o ; 
l'équation commune \ une infinité de courbes planes , rapportées aux 
mimes axes , et ne dlflerant entre elles qne par ta conslaote A ; et 
praposons-nous de déterminer l'équation de la courbe ji laquelle toutes 
' celles-là sont tangentes* 

Tom. IIL , 5o 
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Soit MM cette courbe cherchée ( fîg. 5 )> c'est-^-dîre , la courbe 
enveloppante } soit GG celle des courbes enveloppées qui répond à 
la valeur A , et soU T le point où elle touche MM ; soient ^ de 
plus , CG' •celle des courbes enveloppées -qui répond à la 'valeur 
A'=A-\-», T' le point où elle touche MM , et P celui où elle 
coupe GG. On conçoit clairement que , plus m diminuera y et plus 
aussi le point P se rapprochera du point T , en suivant l'are de 
courbe PT ; cD sorte que ces deux points se réuniront en on seul , 
lorsqu'enBn m sera devenu tout à fait nul ; mais alors les deux 
courbes GG et O^G^ se confondront dans toute leur étendue. 
Cela posé , on a , par le théorème de Taylor , 
Équation de GG , r=o , (1) 

Équation de G'G' , f^-^T -H"?^— +...=o ; (II) 

équations qui rentrent , en effet , l'une dans l'autre , lorsqu'oa 
suppose •=:o , et dont la combinaison, dans le cas contraire, fera 
connaître , le point P. 

Or , on sait que , lorsque deux courbes passent par un même 
point , toute courbe qui a pour équation une combinaison quelconque 
des équations de ces deux courbes, passe aussi par ce point ; donc , 
en particulier , la différence entre les équations (1) et (II) est l'équation 
d'une courbe' H'H' qui , comme G^^ , coupe aussi GG au -pdtat 
P. Cette équation est 

AV m i?V •» 

AA I (L4> lA 
OU , plus simplement , 

puisque » n'est point supposé nu). Ainsi» on paurra-> pour la déter- 
mination du point P , substituer la combinaison des équations (1) 
et (III) à celle des équations (1) et (II). 

Mais , à mesure que « décroîtra . le point F se rapprochant du 
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poiii,t T , la courbe H'H' , exprimée par l'ëqualion (ÏIl), tendra 
continuellement à derenlr une courbe HH coupant MM ou GG en 
T} on aura donc réquation de HH , en faisant 0=0, dans l'étjuation 

(lII), ce qui ts rëduit simplemept à — = 0. Ainsi le point T de 

MM* qui répond ï la valeur A de la constante » sera donne parle 
système des deux équations 

si donc on élimine A entre elles, l'équation résultante, en :r et y^ 
devant être satisfaite par les coordonnées des points T, T', T",.*, 
qui répondent aux diverses valeurs y^, j^^, A" ^,,%. delà constante, 
sera l'équation de la courbe MM qui les contient tous, c'est-i-dire ^ 
de la courbe cherchée. 

Si l'équation proposée était 

r(*, ;-,-<., ^.,. . .^,)=r=o i 

les coDStantes A^ , A^ A„ étant \\ha parles ë<}uations saîrantes 

f, (^, ,^, ,...^.}=F, =0., 
t,(A,,A,,...A^=F, =0 , 



(..,(.A„A A,)=^F^,=o; 

on pourrait , îi l'aide de ces équations , éliminer de V tontes les 
constantes , excepté une seule , ce qui ramènerait la question au 
cas précédent. 

On pourrait aussi considérer toutes les constantes comme -des 
fonctions de l'une d'elles,^, par exemple ; alors en diUereotianC 
•ous ce point de vue, et éliminant 

«ntre le* ëquatioos 
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f-o,f.=o,F. = o,.../'...=o,—=o,-— -0,-5^-0 -__= 

rë<]uation résultante en x et y serait l'ëi^uation cberchëe. 

Mais il sera peut-être plus élégant encore d'opérer eotnme il suit 
On formera l'^ëqualion 

en y égalant à zéro les cot^rdciens des variations 

i.4, y ^A^ , ^A„ , 

on obtiendra n équations entre lesquelles on éliminera les n— i mul- 
tiplicateurs arbitraires a, , a,, x„., ; en supposant que /'„=o 

soit féquation résultante de l'élimination , îl ne s'agira plus que 
d'éliminer 

a; ,A,yAf, A„ , 

.entre les équations 

F—Of Ft=o f F, = o , FfT=o y.,,.F„=o. 

De ce qui précède se déduisent en particulier , d'une manière 
tris-simple, la théorie àes ài»etoppées et celle des causti<iues. 

La théorie que je viens d'exposer m'a été présentée , îl y a plus 
de six ans , \ peu pris telle que je la donne ici , par M. F. Joumet, 
alors élève du lycée de Nismes (*), et actuellement ingénieur des 
ponts et chaussées. Je vais indiquer brièvement de quelle manière 
elle peut être étendue aux surfaces courbes. 

s- H. 

Recherche de la surface qui en touche une infinité d autres ; dont 
les' équations ne di£èreni çue par une constante. 

Soit 

ç(x,ytZ,j4)=:F=o , 

O Céteàt , comme l'on voit , dans un temps , âéjk bien loin de nous , où il J 
avait dea cours publics de calcul diRérentiel , même dans l«s l/cée« de provinces ,- et 
oA l'on pensait que fétude de la hante géométrie et de la mécanique , seule vérilabU 
iniroduction ft celle des sciences physiques, devait, tout aussi bien que tant d'autres 
études , entrer dans le plan d'une éducation vraiment libérale* 
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IVquatEon commune & une loBnitë de surfaces courbes y rapportées 
aux mêmes axes , et ne dlfFërant entre elles que par la constante ^ ; 
et proposons-nous de déterminer l'équation de la surface à laquelle 
toutes celles-là sont tangentes. 

Soit MMM la surface cherchée (*) , c'est - i - dire , la snrface 
enveloppe ; soît GGG celle des surfaces enveloppées qui répond h la 
valeur At et soil IT la courte suivant laquelle elle touche MMM ; 
soient , de plus , CG^G' celle des surfaces epveloppées qui répond 
i la valeur ^'=>^+« , TT' la courbe suivant laquelle elle touche 
MMM, et PF celle suivant laquelle elle coupe GGG. On conçoit 
clairement que plus » diminuera , et plus aussi la courbe PP se 
rapprochera de TT , en suivant la surface GGG ; en sorte que ces 
deux courbes se réuniront en une seule , lorsqu'enfin • sera devenii 
tout it fait nul; mais alors les deux surfaces GGG et G^G^G' se 
confondront dans toute leur étendue. 
.Cela posé , on a , par le théorème de Taylor , 

Équation de GGG ; r=o , (I) 

Equation de G'G'G', ^+33 7 + U TT"*"*'* ~°' ^^ 

équations qui rentrent , en effet , l'une dans l'autre , lorsqu'on suppose ' " 
■=o , et dont la combinaison y dans le cas contraire, fera connaître 
la courbe PP. 

Or, on sait que, lorsque deux surfaces se coupent suivant tine 
certaine courbe » toute surface qui a pour équation une combinaison 
quelconque des équations de ces deux surfaces , passe aussi par cette 
courbe i donc , en particulier , la diiFérence entre les équations (I) 
et (U) est l'équation d'une surface H'WW qui, comme G'G'G', 
coupe GGG suivant la courbe PP. Cette équation est 

{*) Je Mus-entends la figure , qu'il eit plus aitt de concevoir qw de repc^ienlcr , 
tant conCution. 
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iH/i i aA' 1^ 
ou t plut simplement , 

i!l+Jfrj. +...)=„, an) 

puisque ■ n'est point supposé nul. Ainsi, on pourra, pour la â^ter- 
raination de la courbe PP ,- substituer la combinaison des équaliona 
(I) et (111) à celle des équations (I) et (II). 

Mais , i mesure que » décroîtra , la courbe PP se rapprochant 
de la courbe TT,la surface H'H'H', exprimée par l'équation (Ilï)» 
tendra continuellement k devenir une surface HHH, coupant MMM 
ou GGO suivant TT; on aura donc l'équation de HHH , en faisant 

«=o, dans l'équation (III) « ce qui la réduit simplement À «t— = o* 

Ainsi , la courbe TT , tracée sur MMM , qui répond i la valeur 
A de la constante p sera donuée par te syatème des deux équations 

- ^=°» 'Zî=^' 

si donc on ëlimine j4 entre elles, l'i^iiation résultante» en «,f',z, 
derant être satisfaite par les coordonnées des courbe» TT , TT', 
T'T'',.... qui répondent aux diverses valeurs ./f , .^', ^", .... de 
la constante , sera l'équation de la surface MMM qui les contient 
foutes , c'est-ii-dire , de la surface cherchée. 

Ce» lignes TT , TT' , T'T" ,...., qui répondent aux diverses 
râleurs de la constante, sont ce qu'on appelle les Caractinstiqaes 
de la surface limite. Comme elle» se succèdent suivant une loi 
uniforme , on peut demander de déterminer la courbe à laquelle 
elles sont toutes tangentes , et qui est dite Varête de rebraussement 
de la surface limite. Voici par quelles considérations on obtiendra 
cette courbe. 

Soit mm la courbe cherchée ; soit gg celle des caractéristiques 
qui répond à la valeur A de la constante , cette raractérislique touchant 
mm au point /. Soit de plus ^g' celle des caractéristiques qui répond 
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i la Taleor ^'=*4-H«; soient t' le point où elle touche mm , t\p celui où 
elle coupe ;;• Plus* diminuera, et plus aussi le point /rse rapprochera 
du point / , en suivant l'arc de courbe pt ; en sorte que ces daux points 
se réuniront en un seul , lorsqu'eaBn ■> sera devenu tout \. fait nul , 
mais alors les deux courbes gg et g>g' se confondront dans toute 
leur étendue. 

Cela posé , on a , par le théorime de Taylor , 



Équations de gg \ 



w 



Équations de g^g' \ 

équations dont les dernières rentrent , en effet , dans les premières î 
lorsqu'on suppose «=0; et dont la combinaison, dans le cas con- 
traire, fera connaître te point p. Elles sont au nombre de quatre, 
parce que , généralement parlant , deux courbea ne se coupent pas 
dans l'espace , mais , comme gg et g'g' sont ici situées toutes deux 
sur la surface MMM , elles doivent se rencontrer et ces quatre 
équations doivent équivaloir i trois seulement. 

En rejetant donc la troisième , le point ^sera donné par le systèriie 
des équations (1), (2), (4). Mais, lorsque trois surfaces passent par 
un même point , toute surface qui a pour équation une combinaison 
quelconque des équations de celle-là , passe aussi par ce point ; donc , 
en particulier , la différence entre les équations (3) et (4) est l'équation 
d'une surface qui. combinée avec celle qu'exprime l'équation (i), 
exprimera une courbe h'h' qui , comme ^^ , coupera gg au point 
p. Cette équation est 



■ +17. :::+•• 



ou, plus simplement. 
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puisque » n'est point supposé nul. Ainsi on pourra , pour la déter- 
mination du point />, substituer le système des équations (i),(2)^ 
(5) au système des équations (i), (a), (4). 

Mais, ï mesure que > décroîtra, la courbe h^h' exprimée par le 
système des équations (i) ft (5) , tendra continuellement à devenir 
une courbe ih , coupant mm ou ^^ en / ; on aura donc les équations 
de M , en faisant >=o , dans l'équation (5) , et combinant l'équation 
résultante avec l'équation (i) ; ainsi le point / de mm , qui répond 
k la valeur A de la constante , sera donné par le système des trois 
équations 

si donc on élimine .<4 entre elles , les deux équations résultantes, en 
X f y , Zr devant être satisfaites 'ii la fois par les coordonnées des 
points t ft' , t" ,,.. qui répondent aux diverses valeurs A , A' ^ A'' , . . . 
de la constante, seront les équations de la courbe mm qui les contient 
tous , c'est-à-dire , de l'arite de rebroussement. 

Si l'équation V=-o renfermait /n constanles A^ y À^ , Af ,....A„, 
liées entre elles par n— i équations ; on se conduirait absolument 
comme il a été expliqué dans le § prérédent. (*) 

' C) Ce qui procède me paraît t'iaUlr , d'une manière neile , un point ume dëlicat 
de la géométrie Irarwcendante , el pourrait , A la rigueur , être rameiM* aux simples 
ÎU^mena. Je n'Ignore pa» , au «urplut , que ro]'inion, loujotirs vacïtlanle, Minble 
malmenant repousser ce» doctrine» liimincuie» , nppel.V » Tsincinenl , pendant plu* 
d'un aiècle , par te» voeux de» g^mèli-ea , et dont la d^couverlt lait la'ni d'Iionneur 
1 répoquc oii nou» vivons. Mai», je n'en dimcuie pai moins lermemeni ptrsusd^ 
que, «'il peut dire utile de »e Tamlliariser avec la (.oiisidi^raliun de» infiniment 
pelii* , il «st beaucoup plut important encore , aur-loul dan» l'uiipignement ^1^ 
mentaire , de n'appuyer Ica théories fondumtn'alea nue ïur les noiions les plus 
rigpureuw* , du moina , lorsqu'on iuptre k queli^ue chose de plus qu'à tuselgner 
ou à apprendre uo métier. 

GOIIRESPOWDANCE. 
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lécttre de M, Biœt , professeur à îa faculté des sciences 
de ^académie de Grenoble , 

Au Rédacteur des Annales; 

Eîn réponse aux lettres de MM. Du Boubguet et Bérard $ 
insérées aux pages 34 ^^ 97 ^® ce volume. 



MOKSIEUB. ET TRÈS-CHEa CONFfi^RE , 

J.M. difEcalt^ que j'ai élevée sur la démonstration donnée par M. 
Du Bourguet , il la page '338 du 2.' volume des Annaies , du principe 
qui sert de fondement i la théorie des équations , mç semble subsister 
encore dans son entier, malgré la réponse qae ce géomètre y a faite, 
li la page 94 du présent yolume. 
Soit en ,efFet Téquation 

-rf;r«+5»«-'+<:*'^'+ =y , (i) 

dans laquelle A^ B, Cy.,,. sont des nombres -quelconques psi je 
donne à s des valeurs numériques • « «^ » mf'f..,. » il en résultera 
pour je des valeora numériques correspondantes /i , ^', 4'/ ,,..; don<ï 
9 dépend de / et d« Â, B , C ,....; «t on a 

s=f{Â,B,Cy y). (3) 

Cette équation détermine les valeurs ^=«, ^ ^ J' y,..'. 
Lorsque f =ji , ^ , ^' ,..., 
iCela posé , toutes les couples de «, f, savoir , «^ ^ •>' , i^'i^',,':.^ 
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qui satisfont & l'équation (i) , satisfont aussi k l'équation (2) ; mais 
réciproquement, faut -II en conclure que toutes les couples qui 
satisfont à cette dernière équation , satisfont aussi k la première ? Je 
pense que cette conséquence ne peut être admise sans démonslration. 

D'après cela , si , dans l'équation (2), on fait ^=0 , on aura bien 
une valeur correspondante de :r ; mais il reste à savoir si ce couple 
satisfait à l'équaiion primordiale , d'autant plus que cette équation (i) 
peut cesser d'exister dans ce cas. Je persiste donc k croire qu'il est 
très-diiHcile de ramener la démonstration de ce principe à des notions 
purement élémentaires. 

Permettez-moi , Monsieur , de saisir cette occasion , pour répondre 
i la réclamation insérée à la page 97 de ce volume. 

Je n'Ignorais point , en ejTet , que M- Bérard eût une construction 
nouvelle de la parabole ; mais je n'avais pas connaissance du moyen 
qu'il employait. Je l'ai examiné depuis , et j'ai reconn'u que nos 
méthodes diUèrcnt essentiellement. 

Celle que l'on trouve dans les Opuscules mathématiijues de M. 
Bérard , a pour but de déterminer le foyer * et emploie pour cela 
cette propriété de la parabole , que la tangente fait des angles égaux' 
ftvee le rayon vecteur et le diamètre. Mais il faut bien remarquer 
que » si le système primitif des axes auxquels on rapporte la courba 
est rectangulaire , les tangentes (3) et (4) seront à angles droits 
( page 22.'à du tome 2.^ des jinnales ) , et la droite qui joindra les 
points de contact A et D , passera toujours par le foyer ; en sorte 
qoe la construction donnie par M. Bérard n'est point applicable aa 
cas où le système primitif des axes est rectangulaire. Il faut donc, 
dans ce cas > recouiir i une auti'e propriété , pour construire la 
parabole. Cette propriété consiste en ce que le point de rencontre 
des tangentes (3) et (4) est un point de la directrice de la 
parabole.. 

Llnconvënient que je viens de remarquer n'a point lieu dans . 
ma méthode, ce qui la rend tout à fait générale. £a effet , elle 
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iitwrmine le sommet , el même directement tous les points de U 
courbe , en n'employant uniquement que celte propriété de la parabole , 
.rapportée soit k son axe soit à ses diamètres, savoir, que U sous- 
tangente est double de l'abscisse du point de contact. 
Agrées , etc. 

Grenoble , le i.«« avril l8i3. 



Lettre de M, Puissant , chef de bataillon au corps 
impérial des ingénieurs géographes , attaché au dépâi 
de la guerre, etc. 



kv R£lUCTEUA DES JnITJLES, 



MONSÏEUK ^ 



XjA démonstration analilîqne d'une propri^tj tris-remarquable des 
lignes et surfaces du second ordre que vous avez donnée À la page agS 
du présent viilume de vos intéressantes annotes , est en effet d'une 
extrême simplicité ; et je conviens que celle que j'ai développée ^ 
la page i3S de la deuxième édition de mon lUcueii de propositions 
de géométrie^ et qui n'est relative qu'aux lignes du second ordre, 
est ^ comme vous le dites , compliquée et incomplète ; mais la 
Seconde démonstration, indiquée aux pages \^\ et i43 , me paraît 
être très-courte et très-ginir.!* . C'est ce que je me propose de faire 
voir par ce qui suit. 

L'équation d'une surface du second ordres rapportée à des axé» 
oblique* » étant 
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celle da plan tangent , rapporté aux mêmes ax«s , «i auujettî t 

passer par un point ayant pour coordonnées a, £, e, est' 

(Ja+D)x-i-Bhy-hCcg+Da=o, (2) 

Cette Ajoation (2) est aussi esacnliellement celle du plan de I« 
courbe de c»)ntact de la surface (i) et de la surface conique envelop- 
pante, dont les coordonnées du sommet ou centre sont a, b, c, 
( page ^i5 du recueil cité) ; or , l'abscisse du point où ce plan 
coupe l'axe des x est 

— P* 

*~ Aa^D * 

«t ne dépend que de la coordonnée â ; sa valeur sera donc toujours 
la même , quand on ne fera varier que les deux autres coordonnées 
i , <; ; ce qui suffit pour établir la proposition dont il s'agit. 

Agréez , etc. 

Paris , le 8 avril 181 3. 



QUESTIONS RÉSOLUES. 

'Solution du problème de gnomoniquê proposé à ia 
page 40 de ce volume; 

Par M. J. M. 



JL NONCE !-• Tracer sur une colonne eylindri^ et çerticale , 
portant un chapiteau circulaire, un cadran dont Pheure soit indiquée 
par romhre da chapiteau sur h fust de la colonne?^ 
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'3.* J)é£nre sur a fust , les deux courhes yiu terminera les lignes 
horaires , ou solstice (tété et au solstice d'hiver ? 

3." Faire une application spéciale des méthodes ou formules aux-^ 
fuelles on sera parvenu , en se donnant ,- en nombres , les diamètres 
du chapiteau et du fust de la colonne , ainsi que la latitude du lieu ?, 

Considérations préliminaires »* 

Par le Rédacteur des Annales: 

Ija brièveté de la lettre suiTante , qol renferme la solution du 
jkroblème, nous a semblé né^ssiter quelques dtJTeloppemeos préli- 
minaires , propres à mieux faire comprendre à quoi ce problème 
se réduiu 

Si un cylindre rertlcal est exposé aux rayons du soleil , ces 
rayoïu pouvant sensiblement £tre considérés comme parallèles , on 
conçoit que toujours une moitié de la surface de ce cylindre sera 
iclaîrée , tandis que son' autre moitié sera privée de lumière. On 
conçoit de plus , que la partie éclairée sera séparée de la partie non 
éclairée , par deux droites parallèles à l'axe du cylindre , situées avec 
cet axe dans un même plan perpendiculaire i celui que Ton conduirait 
par le même axe et par le centre du soleil. 

On voit par là que , si , par l'axe du cylindre > on conçoit un plan 
perpendiculaire i celui du méridien , les intersections de ce plan avec 
la surface de ce cylindre seront, pour tous les jours \ midi, le» 
lignes qui sépareront sa partie éclairée de sa partie non éclairée; 
Mais comme , pour une même Heure déterminée , autre que celle 
de midi, le vertical du soleil change tous les jours, ajer. la d&;Ji- 
naison de cet astn; ; il s'ensuit que chaque jour aussi les lignes qui ^ 
pour une même heure déterminée , autre que celle de midi , sépare- 
ront la partie éclairée du cylindre de sa partie non éclairée , rarieron^ 
4e situation avec la déclinaison du soleil. 
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ConceTODS pp*»enlement que le rylindre porte , \ sa partie snpjrietm , 
un plateau circulaire horizontal , d'un rayon supérieur au ùen , et ayant 
aoDcentresur son axet Ce plateau projctera sur la surface du cylindre 
nue ombre dont la situation variera arec celle da vertical du soleil 
et doot la- figure dépendra de la hauteur du soleil dans ce vt^rltcal. 
Celte mène ombre coupera en un point chacune des droites limîlatrices 
de la partie éclairée du cylindre .; et la situation de ce point dépendra 
aussi évidemment de la hauteur du soleil et de la déclinaison de 
son vertical , lesquelles dépendent 4 leur tour de la déclinaison da 
soleil et de l'angle horaire. 

Ce point variant tous les jours de position sur la surface da 
cylindre , pour une même heure doAnée ; la courbe qu'il tracera , 
sur cette surface , pourra être prise ^our la ligne horaire répondant 
i cette heure donnée. £n tra(;ant ainsi toutes lés lignes horaires , 
le lieu de leurs extrémités inférieures et celui de leurs extrémités 
supérieures seront respectivement les courbes qui terminent les ligne» 
horah*es au solstice d'été et au solstice d'hiver. 

Soit C ( fig. 6 ) le centre du plateau •, soit CM la Vigne méridienne , 
tracée sur oe plateau ; soit ZCM le plan du méridien ; soit ZCjk 
le plan du vertical da soleil , dont la déclinaison par rapport au 
plan du méridien soït l'angle MCA; soit enlin , dans ce plan, CS 
la droite allant du point -C au centre du soleil , en sorte que la 
hauteur de cet astre soit l'angle SCA qui , comme l'angle MCA y 
dépendra de l'heure' et de la .déclinaison du soleil.. 

Soit menée CB , perpendiculaire h CA , et ae terminant en B,ï 
la circonférence de la base supérieure du cylindre. Si l'on méne^ 
Sbr la surface de ce cylindre, BD parallèle à son axe. cette droite 
Sera, pour la déclinaison MCA du plan du vertical du soleil, U 
limite lie l« pat-tift non éclairée de ce même cylindre. 

Pour obtenir l'inlersitiîon de cette droite arec l'ombre du plateau» 
soit menée, par B. la pamltèle EP à CA , se terminant en £ i 
la circonférence du plateau ; menant alors £G parallèle À SC , le 
point G où, cette dioite coupera BD sera le point cherché. 
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£n (ûaant AngMCh^D^ Àng.A.C&siH , dësignant par rtti^ 

rtspectivemcfit les rayons dn cylindre et do plateau , par x l'arc ' 

MA3 > par T ^ droite BG , et prenant l'angle droit pour unUé d« 

mesure des angles ,/pR trouve 

formules au nioyen descjuelles rien ne sera plus facile que de tracer 
par points les lignes horaires , sur le déreloppement de la surface 
du cylindre. 

A l'aide de ces piëUminaires ,' î! sera irès-usé de auÎTre la solution 
tesdamie dans la lettre de M. J. M. 



Au Rédacteur des Annales-, 
, Monsieur, ■.•'■':■>' 

Le problème de gnomonique proposé i la pag« 4o^ ce'ToIutn^' 
peut être résolu comme il suit : , 

i.* Par tanûlise. L'équation du cylindre oblique formé par l'ombre 
du chapiteau est 

L'origine des coordonnées est placée an centre du chapiteau ; r et t^ 
sont respectivement les rayons de la colonne et de ce chapiteau ; 
on a de plus a=Coa.DCo\.H , *=Sin_DCot.ff ; D et // étant res- 
pectivement la déclioa!*»» «Uf -vtitMri <hi-«ol«iI - et sa hauteur dans 
ce vertical, et pouvant conséquemment être facilement déduits de la 
déclinaison du soleil et de l'heure du lieu , par la résolution d'un 
triangle sphérique. 

Au moyen de l'équation cî-dessus » on peut avoir tous les points 
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de l'ombre du chdpiteau sur la colonne. On peut ansal M oonlentet 
d'avoir leur' projections sur le plan vertical des « z ^ ou sur celm 
des yz ; mais l'on n'a besoin , pour la solution du problème , que des 
points extrêmes de l'ombre \ car les lignes horaires sont ici lesli^es 
qui » dans tous les temps , limitent l'ombre ^ une beure donnée. 
Or se bornera donc à chercher ces points extrêmes , pour chaque 
heure du jour , et pour un assez grand nombre d'époques de l'année . 
aBn de pouvoir tracer , avec quelque exactitude ', les courbes que cet 
lignes horaires doivent aiTecter. 

a.' Par des procédés graphiques. Par une première construction 
fort simple , on trouvera la hauteur du soleil , et la position du 
vertical qui pass»! par cet astre , i une heure et à une époque données. 
On prendra donc ces deux choses , pour toutes les heures du jour 
et pour un nombre d'épo'|ues suiHsant. Au moyen de cela , il sera 
facile d'avoir la- projection de l'ombra, soït sur le plan du méridien soit 
sur celui du premier vertical. Mais , au lieu d'en faire la construction, 
on se contentera encore ici de chercher graphiquement les ex.trémités 
de l'ombre, ce qui suffira pour tracer les pro)eclton8 des Ugnea bormres^ 
d'*ù il sera facile de conclure ensuite le tracé de ces mêmes lignes 
sur le développement du cylindre. 

J« joins ici ce développement ( ^g- 7 ) » pour une latitude da 
45/45^ , le rayon du cylindre étant 36 millimitres et celui dl( 
chapiteau 4S millimètres. 

Agréée , etc. ■ 

Lyon, le 19 de man x8iX 



Soiutioms 
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'Solutions des deux problèmes de géométrie proposés à 
la page 24.3 de ce volume; 

Par MM. S.*** , Bérard , principal du colMge de Briançon » 
membre de plusieurs sociétés savantes , J, M. C. Van 
Utenhove et Téoenat , correspondant de la première 
classe de l'institut , et recteur de Tacadémie de Nisme», 



IfROBLÈME î. Déterminer le lieu géométrique des extrémités 
de tous les arcs de cercles dune même longueur donnée, mais de 
rayons différens , qui touchent , par leurs milieus , une même droite 
donnée f en un mime point "î 

Solution. Soient pris ( fig. 6 ) le milieu commun A de tous cm 
arcs pour origine des coordonnées rectangulaires > et la droite AX, 
ï laquelle ils doivent Ctre tangens pour axe des x ; de manière que 
l'axe AY des y soit le lieu des centres. Soient de plus za La 
longueur commune de ces arcs , AM la moitié de l'un d'eux , 
et r le rayon du cercle dont il fait partie ; le point M sera ainsi 
l'uD des points de la courbe cherchée. Soit entîn abaissée de ce 
point sur AY la perpendiculaire MQ , ce qui donnera MQssjt 
et AQ=;y. 

MQ ou X étant le sinus de ÂM oxt a , pour le rayon r , son sIdïts 
tahulaîre sera — et comme , d'un autre c6té , l'arc semblable à a 
qui répond an rayon. 1 est —, on aura 

Tom, IIL Iz 
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- =Sin. -. (0 

Aiosi , en prenant r arbitrairement , cette ^uatîon donnera It 
taleur correspondante de x , ce qui auifira pour construire la coube 
par points. 

Au surplus, comme — est exprimé en parties du rayon , et que 

l'usage des ubies exige qu'il soit exprimé en degrés , il conviendra; 
pour la pratique de poser 



tuirant que l'on voudra faire usage de l'ancienne ou de la nouvelle 
division du cercle. 

Pour passer de l'équation (i) & l'équation en coordonnées rectan- 
gulaires t il faut recourir k l'équation du cercle dont le rayon est r , 
laquelle est s*^2ry—y* , et qui donne 



D'tm autre côté, on tire de l'équation (i) 

i£ïî^=Co5.- , -7=^= =sTang. - i 
r r ' \^r'—x' ° r 

il Tiendra donc , en substituant 

.±2L=si,,.-=-, î;^'=Co..-^, J2L=t»6-^. 

C'est k peu près à cela que revient la solution de M. S. 

Soleotprisle point A. pour pâle et la corde AM, que nous désignerons 
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par 9 , poar rayon vecteur ; soit désigné par / l'angle MAX ; cet 
angle ayant pour mesure la moitié de l'arc ÂM , dont le «inus est 
U moitié de la corde AM> on aura 

/:Sin./ •.:^a •.^f. a;f , 
d'o& 

f-O.-^y (a) 

telle est l'^oation polaire de la courbe , telle qu'elle a éiè donn& 
par MM. Bérard et Vao Utenhore ; elle peut aisément servir à 
décrire c#tte courbe par points ; mais comme / s'y trouve exprimé 
en parties du rayon , pris pour unité , ce qui peut être incommode 
- pour la pratique , il sera plus convenable d'écrire 

ifio" « -.. aoo* a .. 

p= — . — 5m./ , ou c= . — oia.t , 

suivant qu'il s'agira de l'ancienne ou de la nouvelle division da 
cercle , et alors / sera un nombre de degrés. '' 

D'après l'équatioa (a) on a 



on aura donc , pour l'arc de courbe 



et pour son secteur 



I >'d/= - / i 
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à'oii M. B^rard conclut que cette courbe n'est ni reetîSable ni 

qoairable. 

M. Bërard passe ensuite de l'ëquation (2) it t'tiquation ea coor- 
données rectangulaires ; il 3uiHt pour cela de poser , comme l'on Mit, 

d'où 

p=V^^Hr y Sin.f=^ = ; - ,i— ■ , Tang./= ^ , 
/=ArcyTang.= ^V 
Par toutes ces substitutions, l'équation (3) devient 
Ar..(Tang. = i)=;^. , ou ^ =T.,.g.;^.. (?) 

Cette dernière équation, un peu plus simple que celle de M. S., 
n'en dilTire pas essentiellement, et s'y ramène sur-le-champ , au 
moyen de la formule connue 

aTang.r 

Tans.2z= — — 

° 1— Tang.'f 

£n diiTérentiant la première des équations (3) on obtient 

àx X(.X*-i'jr') — «{«»-^») ' 

ëquation qui , comme l'observe M. Bërard , pourra servir i mener 
des tangentes à la courbe et i discuter ses points singuliers. 
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Ta question proposée peut encore être considâr^ comme un cas 
très-particulier du problème des Trajectoires aux fonctions égales ; 
et c'est sous ce point de vue qu'elle a été enTÏsagée par M. Tédeaat. 

L'équation du problème est alors 



Et , pour en déduire l'équation différentielle de la courbe cherchée « 
il faudrait difTéreotier , en' ayant égard à la variabilité du rayon r^ 
suivant le procédé de Leibnitz. 
Mais l'équation du cercle x*=xry—Y^ donne 

ix r—y ' 



au moyen de quoi l'équation (4) devient 

ce qui donne , en remarquant que x ti a doivent «'^anouir en 

même temps , 

. /*>. X \ a ■ rt. • * 

Arc. ( 5m.= — 1 = — , ou 5m, — =: — ; 

équation qui . étant la m£me que l'équation (i) , conduira aux mtoiei 
conséquences. 
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On a , d'après cela, 

et si , pour savoir en quels points la courbe rencontre l'axe des yp 
on fait x=^o * >1 viendra 



Cos. — =— I . d'où — =(2ii+i)w ; 



et par conséquent 



y= 



(3n+i)« 



A étant un nombre entier , positif ou négatif, quelconque. Ainsi» 
la courbe coupe l'axe des y en une infinité de points. 

Pour rendre raison de cette circonstance , M. Tédenat remarque 
que, lorsque Tare 2d est parvenu à former une circonférence, son 
mouvement n'est pas borné là ; qu6 ses extrémités peuvent ensuite 
se croiser l'une sur l'autre , et se croiser de plus en plus , jusqu'à 
ce que l'arc soit entièrement doublé, et forme une double cinïon- 
férence d'un rayon muiiié moindre que celui de la première, auquel 
cas les deux exirémitcs de cet arc se confondront avec l'origine. 
L'arc 2.a continuant à se ployer encore, formera ensuite une triple 
circonférence dont le rayon wira le tiers de celui de la première, 
et ainsi de suite ; de raan'ére que la courbe doni il s'agit formera, 
tant au-dessous qu'au-dessus de la tangente commune , une infinité 
de circonvolutions , passant toutes par l'origine , comme le représente 
la Hguie 9. 

Nous terminerons par observer que le problème qui noiis occupe 
a été traité par M. Bossu t , dans le second volume de son Calcul 
intégrait page 77 ; mais les formules auxquelles l'auteur parvient , 
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formoles d'ailleurs assez compliquées , ne font qne ramener le problème 
aux quadrature». (*) 

PROBLÈME II. Déiermîrter lé lieu géométrique Jes contours de 
toutes les calottes sphériques dune même étendue , mais de rayons 
diffirens , qui touchent par leur pôle un même plan en un même point ?, 

Ce problème est incomparablement plus facile que le premier. 

On démontre sans peine ^ par les élëmens , comme l'a fait M* 
Bossut dans sa géométrie , ce ibéorème d'Ârchîmède : savoir , que 
le cercle décrit sur une sphère , ai>ec une ouverture de compas 
quelconque ) détermine sur cette sphère une calotte équivalente an 
cercle décrit sur un plan , avec la même ouverture do compas s 
d'où résulte encore que les cercles décrits sur des sphères inégales ^ 
avec une même ouverture de compas , déterminent sur ces sphères 
de» calottes équivalentes. 

Or , il résulte évidemment de là que la surface cberchfe est 
une sphère ayant pour centre le pôle commun de toutes les calottes >' 
et pour rayon le rayon du cercle auquel toutes ces calottes doivent 
être équivalentes ; et c'est là le résultat auquel sont également parvenu» 
MM. S.*** , Bérard , Van Utenhove et Tédenat. 



(*) Une. autre soluiion du problème , avec des appUcatioRi pratiques , par M. 
Argand , a été armoncëe au Hédacteut des anales. Elle ne lui e*t pomt 
encoie parvenue. 
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QUESTION PROPOSÉE. 

Problème <r Arithmétiques 

jLrTAKT donn^ le produit de la multiplication d'un nombre de pla- 
tieurs cKïAres par le nombre qu'on déduit de celui-là , en écrÎTant 
5es chlrïres dans un ordre inverse : déterminer l'un ou l'autre des 
deux facteurs de ce produit? 



FiM DU Tome troisième. 
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l'intégration d'une classe nombreuse d'équations ( présenta i fa première classe de 
l'institut); par M. J. F. Français. 344^a7Î. 

Application du calcul différentiel k la décomposition des fnclioni ral'ionneUes ; 
. -par M. de Stainyille^ 37g^286> 

ARITHMÉTIQUE. 

Solutions de quelques problème* d'arithmétique ; par MM. U Grand , RotMat 
et Dubain. • 98—104. 

CORRESPONDANCE. 

L«ttre de M. Bref au rédacteur des Annales, 3i^34< 

Lettre de M. du Bourguet au rédacteur des AnnaltSt 94~*97> 

Lettre de M. Bérard au rédacteur des Annales. 97 — 98. 

Lettre de M. du Bourguet su rédacteur des Annales, 139—140. 

Lettre de M. Français au rédacteur des Annales, i5&— 161. 

Lettre de M. Français au rédactetu- des Annales* 709^313. 

Lettre de M. Serres au rédacteur des Annales. 391— aga^ 

Lettre de M. Penjon an réJacteur des Annales, 3o8— *3i7. 

Lettre de M. Garnier au rédacteur des Annale*. 346^348. 

Lettre de M- Bret au rédacteur des Annales, 369—371. 

l.etlre de M. Pm'jMnf au rédacteur des Annales, 371—373. 
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Leilre de M. J. M. au rédacteur de* annales. i~^—'ij^. 

DYNAMIQUE. 

Tli^orËmes noureaux aar la rotation des corps ; par M. J. F. Fran^ait. 

203— il 3, 

G É O M É TRIE ANALITIQTJE. 

Recherche de quelque* propri^t^-s de t'eltip se et de rellipsoïde ; par M. Rochat. 

* a5— 3i. 

Obftcrvatioiis sur la recherche des diamitrct principaux , dans les lignes du 
second ordre ; par M. Bret. 3i^33. 

Acclamation sur un mode d« construction de la parabole ; par M. Bérarâ. 

97-98. 

Réponse & U rCcIamalion de tS.Birarâ ; par M, Brtt. Zyo — 37 t. 

Application de la méthode de maximis et mintmis i la recherche des ^amleiir 
et direction des diamètres principaux , dans les lignes et surfaces du second ordre 
qui ont un centre; par M. Bérard. io5— 114. 

De U génération de la parabole par l'înterseclion de deux droites; par M. Ray- 
mond, 143 — 147- 

Démonstration analîtique de* théorèmes fondamentaux de la doctrine des cen" 
très des moyennes distances; par M. Rockal. 266^391. 

Théorie analiiique des pôles des lignes et surfaces da «econd ordre ; par M. 
Cergonne. ag3— -3o2. 

Observations de M. PvUsant sur le même sujet. 871 — 37a. 

Démonstration analltii^ue de quelques propriétés des pAles des lignes et surfaces du 
second ordre ; par M, Rachat, Soi-^SoS» 

GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE. 

Recherche de l'expression analitlque de ta surface convexe de l'oi^et sptériqtt* 
compris entra un grand et un petit cercles qui se coupent dans l'intérieur de 1» 
■phère ; par M. Edelmonn, 141^143. 

Recherche de la sphère qui touche quatre sphères donnée* ; par M. Françaii. 

i5g-i6i. 

Démoiuirations de ce Théorème ; Us diagùnaîes du çuatrilatère circortscrit à 
Wie SMtion conique le coupent à rintertettien dei droilet qui joignent Us points, 
it contact opposés ; par Vl^.Fe3chieryRochat,Fttrht^i.G.yornier: 161— jG^ 
K. B. Ce diéorème cA Afi à M. Bérard. 

Démonstrations diverses du théorème d'Euler sur les polyèdres , et examen de* 
Arera ea* d'exception auxquels ce théorème est assujetti; pax M. Lbuilitr, arec: 
gael^uet cemarquet, par M. Gergcmr ,16^^189 
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Dlmonstralions de ces deux théorùmei : i.° la somme det suppUment à ttnt 
âemi-sphire des angles solides d'un polyèdre est égale à la somme des suppli~ 
mens à une demi-sphère de ses angles dièdres ; a.» texcès de la somme det 
angles dièdres d'un polyèdre sur la somme de ses angles solides , vaut autant de 
/ois une demi-sphère que le polyèdre a de faces moins deusc ,- par M. S, F. 
Français. 189—192, 

Recherche des centres des mojrennes dittancet du quadrilalère et de la pyramide 
quadrangulaîre , par MM. Birard , G. Former , Labrousse , Lambert , LhuiUer ^ 
ïlochat , le Grand, Penjon et Ferriot 103—106 

IV. B. La méthode cit due i M. Bérard. 

Mémoire «or la poMibilité ei la coiuiruclion de* polyAdrei réguiien ; par M 
^'"■'«'■- . 233— a38.- 

Démon»lralion« de ces deux Ihiorime» : i.« le plan ^ui divise tan -des angles 
dièdres d'un tétraèdre en deux partit» égales coupe Parité opposée en deux seg- 
ment proportionnels aux aires des Jaces qui leur correspondent ; a." la droit* 
qui, partant du sommet d'un tétraèdre , fait det angles égaux avec les trois 
fates concourant à ce sommet , rencontre »a bâte an un point tel que , ti on 
ie considère comme sommet commun de trois triangles ayant pour baus let troit 
cités de cette bâte , les aires de ces trianglet seront proportionnelles aux airet 
des faces correspondantes du tétraèdre i par MM, le Grand, Ferriot, Lam- 
bert, VecUn, Labrousst, Rachat , Penjon , Gobert, C. Beaueoart , J. F- François, 
te. ' 317—334, 

Becherche de la dittanee entre le» cenlrea dea cercln iiucric et circonacrit i 
un mf me triangle ; par M. Gantier, 346^348. 

Euai sur la théorie det parallèles; par M.' Cerganne. 353— '357. 

GÉOMÉTRIE TRANSCENDANTE. 

Démonstration de quelques formulet trifonom^riquei nouvelles ou peu connnes ; 
par M. du Bourguet, 19—35. 

Application de la théorie des maxima et minim» i ta recherche des grandeur 
et direction des diamèlrea principaux , dans les lignes et surfaces du second ordre 
qui ont un centre; par M. Birard. io&-^li4. 

Développement en séries des sinus et connus suivant l'arc , et de l'arc suivant 
■a tangente ; par M. Gtrgonne. 344—346. 

Recherche des lignes et siirracet qui en touchent une infinité d'autres , se suc- 
cédant suivant une loi uniforme; par M. Gergonne, 3$i 36g, 

Recherche de la courhe décrite par les extrémités d'mn arc de cercle d'une lon- 
gueur constante et d'un ra/on vaiiable , tçuchaat constaisment , par son milieu , 



y Google 



DES MATIERES. SSg 

Bne droite fixe , en un méine poim ; 4>ar MM. Bérard , Van Vttnhovt , Tidé- 

nat et 5.»*» 377—384. 

GNOMONIQUE. 

Conitruciion d'an cadran •olai» sur une colonne « le chupîtean tenant de style ; 
par M. J. M. 370—377. 

PROBABILITÉ. 

Soluliont d'un problème de probabilité ; par MM. Tiàenat , Encontre , Utuî- 

Jier , le Grand t Rochat et Gergonne. 59—^76. 

Solutiomdediversproblèmcs de probabilité; par MM. 7« Gran^/etBocXal.siS^aaa. 

Solution d'un problème de probabilité j par M. Utuilier. asz^zSi. 

STATIQUE. 

Recherche dea centres de gravité du ^adrilatère et de k p/ranide qaadran'. 
gulaire; par MM. Bérard , G. Former, Labrousief Lambert , Lhuilier, Rochat^ 
le Grand t Penjoa ei Ferriot. 192^196. 

N, B. La méthode est due à M. Bérard. 

Mémoire mit l'attraction des tphéroïdet elliptignes homogène* ; par M. J. Plana. 

373—379. 

Démonsi ration analiiique de quelques théorèmes sur les centres de gravité ; par. 
M. Roehat. 386—391. 

De l'équilibre dans l'échelle i incendie , et d'tme nouvelle machine propre i 
mouvoir lu fardeaux; par M. Bérard, 357^^1, . 

TRIGONOMÉTRIE. 

Démonstration de quelques formules irigonomélriques nouvelles ou peu connues ; 
par M. du Bourguet, 19— aS. 

Développement en séries des sinus et cosinus solvant l'arc , et de l'arc suivant 
•a tangente ; par M. Gergonne. 344~'34€. 

Recherche de la distance entre les centres des cercTet inscrit et circonscrit i un 
m£me triangle ; par M. Gamier. 346—348. 

Démonstrations nouvelles de quelques formules de trigonométrie rectiligne et 
tphérique ; par M. Gergonne. 348—353. 

VARIÉTÉS. 

De t'étude et de renseï^ment des sciences exactes , chet le* aveuj^es de nais- 
unce; par M. Penjon, 3o8— 317, 
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3e)» TABLE DES MATIERES. 

CORRESPONDANCE 

Entre ies questions proposées et leurs solutions. 



Tome II, page : 



( FrobUme I. 
I Problème II. 

Page 334 Problème. 

Pige 356 Problème. 

Page }84 Théorème. 

Toau m , page 4» Problème 

Page 76 Théorème*. 



( Problème I. 

Page i4a Problème. 

Page ig6 Thëorèmen. 

Page aSi Problème. 

Paga 2ifi Ftoblèmefc 



R^mUi , t«m. III , pagn 



34-41. 
59-76. 

98^104. 
161—169. 

37>— 377. 
193^196. 

Ajl— 343. 

Î.7— 3.4. 
377-384. 
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CORRECTIONS ET ADDITIONS 
Four le tome troisième des Annales. 



Jl AOE 5 , ligne dernière — (' ) ; îissz :(••). 
Page 20 , ligne 3 — expoaant ; litez : posant. 
Page a4 , en Uire — FORMULES ; Uttt : FORMULES TRIGONOMÉTRI- 

QUES. 
Page 4i — CoMuIter, aur le mémoire de M, de Maizièret , la Uttre de M. 

Strrei , page 291. 
Page 44 , ligne 17 — rëellea [ lisez rieUe addillve. 

Ligne ao — satiferaient ; lisez : satisferaient. 
Ligne 36— J'i«~'»'i; lisez: PjX"-'!. 
P'ge 95 ) équation» £*)— les.dela seconde ligne dMvent porter un accent , et 
ceui de la troiûline doivent en porter deux. 

A la seconde ligne des équations du bas 4e U mène page , U lettre • 
doit porter deux accens, 
^'g^ 97 1 lig"* * — '''^*' P^' étabTi ; lisez : n'a pas étaMI. 
Page io4 , problème , 2.^ ligne ^ courbures j lisez coarharet 
Page 107, ligne 19 — la dernière des deux conditions se rëduit simplement i 
I>>o, parceque la première rend nécessairement j^+B—aC Cos-j-^o. En 
particulier, si D=o , la courbe se réduit à un point. 

Ligne a3 — pour les mâmes raisons, l»scconde condition se réduit eîm- 
plement & D^o, Si , en particulier , on a D^v , la courbe se réduit «u système 
de deux droites. 

Ligne a8 — ces deux conditions reviennent i C:=jiCoa.y=BCos.y. 
Ligne ag — ajoutez : les valeurs de r seront égales et de signes contraires , 
si l'on a A-\-B=^iC Cm.y , e\. n\ois l'hyperbole sera équilatérale. 
ti. B. Tontes ces fautes du mémoire de M. Birarâ , qui est pnvé de la rue , 
ne sont pas du fail de l'auteur. 
Page 140 — L'auteur dont il est question dans la i." note est BnDHACCi ; son ou- 
vrage a poiir litre: Calcolo intégrale délie equazioni tineari (Firenia., 1798, 
in-4." ). 
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392 CORRECTIONS ET ADDITIONS. 

Paj^ 169 , première ligne du méiçoire — Traniporler la virgule après U mtl 

pol^èdtei. 
Page 169 , il la noie — Placer une virgule après le mot Beiaji^on. 
Page 387 ) ligne 10 — nouvelle nouvelle; lisex : nouvelle. 

Supplément à /Errata du IL* Volumt' 

Pige 4 1 ^ualion (4) — j*; Usez : SittA 

Page 33 , première ëquitîon •— A'^' i liuz : k"»*. 
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